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CHAPITRE 1 : SYSTEMES DYNAMIQUES TOPOLOGIQUES

1.1 Orbites

Soit X un ensemble et T : X — X une application. On veut étudier I'action naturelle de
N obtenue par les itérés T" = T o ... o T (n fois), et plus particulierement par les propriétés
asymptotiques de T™. Si T est une bijection, on peut définir 7%, k < 0, en posant T* = (T*k)*l,
obtenant ainsi une action de Z.

Définition. L’orbite positive d'un point x € X est 'ensemble O (z) = {T™(z),n > 0}. Si T
est bijective, on peut définir I'orbite négative O~ (x) = {T"(x),n < 0} et 'orbite totale ou orbite
O(z) =0~ (z) UOT(z) = {T*(x) ,k € Z}.

Exemple. Pour 'application
T :Z—-7Z

r—x+1

onaOt(0)=N,0 (0) =—-Net O0) =Z.

Remarque. Dans le cas non inversible, on parle souvent d’orbite au lieu d’orbite positive, en
I’absence d’ambiguité.

Définition. Un point x € X est un point périodique de T s’il existe k > 1 tel que Tk(:r) = .
Le plus petit entier strictement positif vérifiant cette propriété est la période de x.

PROPOSITION 1.1.1:  Soit X un ensemble, T : X — X une application et x un point périodique
de T, de période q. Alors :

i) OT(x) aq éléments, les points x,T(z),..., T (x) ;

ii) pour tout n >0, on a T"(x) = T"(x), ot r est le reste de la division euclidienne de n par
q;

iii) i T est inversible, on a O(z) = OF () et pour tout k € Z, on a TF(x) = T7(x), ot r est
le reste de la division euclidienne de k par q.

Prewve.  On commence par montrer, par une simple récurrence sur s, que 7% (z) = x pour
tout s > 0. On écrit ensuite n =gs+r,ous>0etr € {0,...,¢g—1}. On a

T"(s) = T"(T%(z)) = T" (x).

L’assertion ii) est donc prouvée. Pour obtenir i), il reste & montrer que les points z, T'(x), ...,
T7'(z) sont distincts. Si ce n’est pas le cas, alors il existe n, n/, tels que T™(z) = T" (z) et
0 <n<n <q. On en déduit

T @) = T (T (2)) = T (@) = T9(T (2) = T9(T"(2)) = T(x) =

ce qui contredit la définition de ¢, puisque 1 < n’ —n < ¢. Pour établir iii), remarquons que

pour tout s < 0, on a
T~%(x) =T ¥(T%(z)) =T~ (z) = .



Ceci implique que T%(z) = T"(x), ol r est le reste de la division euclidienne de k par ¢ et donc
que O(z) = O (z). 0

1.2 Différents types de récurrence.

La périodicité est la plus forte propriété de récurrence : 'orbite se referme. Nous allons
introduire dans cette section des notions de récurrence plus faibles dans le cas des systemes dy-
namiques topologiques (cadre ot X et T sont munis de structures supplémentaires). Un systéme
dynamique topologique (discret) est défini par un espace topologique X (que 'on supposera
toujours séparé et le plus souvent métrisable) et une application continue 7' : X — X. Si T est
un homéomorphisme, on obtient un systeme dynamique topologique inversible.

Définition. Une partie Y de X est positivement invariante si T(Y) C Y. Nous avons alors un
systeme dynamique restreint Ty :Y — Y. Si T est un homéomorphisme, nous dirons que Y’
est négativement invariantesiY C T(Y') et globalement invariante (ou invariante) si T'(Y) =Y.
Dans ce dernier cas, T'|y définit un systeme dynamique topologique inversible.

Exemple. L’ensemble N est une partie positivement invariante de

T :Z— 7
z—x+1’

T est inversible, mais ce n’est pas le cas de T'|N.

Remarques.
1. Une orbite positive est positivement invariante.

2. SiY est une partie positivement invariante, il en est de méme de son adhérence Y. En effet,
si z € Y, alors pour tout voisinage U de T'(x), la partie T~(U) est un voisinage de x puisque
T est continue, ce qui implique que T-1(U)NY # () puisque x € Y. Ainsi, on a

D #T(THU)NY)cUNTY)cCUNY,

ce qui implique que T'(x) € Y.

3. L’union ou l'intersection de parties positivement invariantes (Y;);cs est positivement inva-
riante. En effet :

T(\Y:) c(\TM) c(Yiet T(JY:)=JTM¥) c UV

icl icl el el el iel

4. Dans le cas ou T est un homéomorphisme, on a des résultats similaires pour les parties
négativement ou globalement invariantes.

Définition. L’ensemble w-limite d’'un point € X est I’ensemble des points d’accumulation
de la suite (7" (x))n>0. Il est noté wr(z) (ou plus souvent w(z) en 'absence d’ambiguité) et on
a donc :

w(x) = ﬂ {T"(x), n>m} = ﬂ ot (T™(x)).

m>0 m>0



Ainsi, dans le cas o X est métrisable, y appartient & w(x) si et seulement s’il existe une
suite (n;)>o d’entiers positifs telle que lim; 4o 1y = +00 et lim;_, 4o T" (z) = y.
Exemples.
1. Siz est un point périodique, alors w(z) = O (z).
2. Les ensembles w-limites sont tous vides, dans le cas ou

T :7Z —>7
= x+1

PROPOSITION 1.2.1: L’ensemble w(x) est fermé et positivement invariant. Si T est un homéomorphisme,
il est globalement invariant.

Preuve. L’ensemble w(x) = ﬂ OF(T™(x)) est une intersection de parties fermées positive-
m>0
ment invariantes. Il est donc fermé et positivement invariant. Dans le cas ou T" est un homéomorphisme,
on a
T Hw(z)) = () T7HOF (T ()
m>0
= [ OH (T 1(x))
m>0
= ﬂ Ot (T™(x)) C w(x).
m>—1

|

Remarque. Si X est compact, alors w(z) # 0. En effet, la suite (O (T (x)))m>0 est décroissante
et formée de parties fermées non vides de X. Puisque X est compact, 'intersection est non vide.

Définition. SiT : X — X est un homéomorphisme, on peut définir I’ensemble a-limite d’un
point € X comme 'ensemble des points d’accumulation de la suite (77" (z))n>0. On le note
ar(z) ou a(x) en absence d’ambiguité. C’est une partie fermée globalement invariante.

Remarque. SiY est une partie fermée positivement invariante, alors pour tout y € Y, on a
w(y) C Y. En particulier, pour tout z € X et tout y € w(z), on a w(y) C w(x). Dans le cas ou
T est un homéomorphisme, on a a(y) C w(z) puisque w(x) est invariant.

Définition. Un point x € X est positivement récurrent si € w(x). Dans le cas ou X est
métrisable, cela signifie qu'il existe une suite (n;)>o d’entiers positifs telle que lim;_, 4 o n; = +00
et lim; 4o T" (x) = x.

Remarques.

1. On emploie généralement le mot récurrent au lieu de positivement récurrent, quand il n’y a
pas d’ambiguité.

2. Tout point périodique est récurrent.

PROPOSITION 1.2.2 :  L’ensemble Rec™ (T) des points positivement récurrents est positivement
invariant (et invariant dans le cas ot T est inversible)



Preuve.  Soit x un point positivement récurrent. Soit U un voisinage de T'(x) et m un entier
naturel. Puisque 7~!(U) est un voisinage de =, il existe n > m tel que T™(x) € T~1(U). On en
déduit que T™(T(z)) = T"!(z) appartient & U. On vient de montrer que T'(z) est positivement
récurrent. Dans le cas ot 7' est un homéomorphisme, on montre de facon similaire que 7! (x)
est positivement récurrent.

|

Remarques.
1. On verra dans le prochain chapitre que Rec™ (T) n’est pas nécessairement fermé.

2. Si T est un homéomorphisme, on peut définir de fagon similaire ’ensemble Rec™ (T") des
points négativement récurrents, ce sont les points x tels que z € a(z). C’est également un
ensemble globalement invariant. On verra également que 'on peut avoir Rec™ (T') # Rec™ (T)).

Concluons cette section par une notion encore plus faible de récurrence.

Définition. Un point z € X est errant s’il existe un voisinage U de x tel que T-"(U)NU = ),
pour tout n > 1. Dans le cas contraire, on dira que x est non errant.

Remarques.

1. Bien évidemment les propriétés T-"(U) NU # 0 et UNT™(U) # O sont équivalentes.
Cependant les dynamiciens préferent généralement la premiere formulation : pour toute partie
Y C X et tout entier n > 0, 'ensemble T7"(Y) est formé des points z € X qui sont dans Y au
temps n sous l'action de la dynamique. De plus, si Y est ouvert, il en est de méme de T-"(Y), ce
qui n’est pas nécessairement le cas de 7"(Y’). Un point x est non errant si, pour tout voisinage
U de z, il existe un point y € U qui revient dans U au bout d’un certain temps.

2. Dans le cas d’un homéomorphisme, l'errance “positive” ou “négative” coincident, il n’y a
pas d’ambiguité dans le terme “errance”.

3. Remarquons que tout point positivement récurrent (et également négativement récurrent
dans le cas d’'un homéomorphisme) est non errant.

4. Une partie ouverte U telle que T-"(U) N U = (), pour tout n > 1, est dite errante.

PROPOSITION 1.2.3 :  L’ensemble Q(T) des points non errants est fermé et positivement in-
vartant. Il est de plus invariant dans le cas ou T est un homéomorphisme.

Preuve. Sixz & Q(T), il existe un voisinage U de x tel que T-"(U) N U = (), pour tout n > 1.
Ceci implique que U N Q(T) = (. Nous venons de prouver que X \ Q(T') est ouvert.

Soit  un point non errant et U un voisinage de T'(x). L’ensemble T~1(U) étant un voisinage
de z, il existe n > 1 tel que

A (T*l(U)) NTYU) =T Y (U)nT 1 (U) # 0.

Ceci implique que
0#T (T U)NTTHU)) < TTMU) N

Ainsi, T(x) est non errant.
La remarque 2 précédant la proposition 1.2.3 nous dit que Q(7') est également négativement
invariant si T' est un homéomorphisme. O



Pour résumer cette section, on a les inclusions suivantes, en notant Fix(7') ’ensemble des
points fixes de T' et Per(T') 'ensemble des points périodiques :

Fix(T) C Per(T) C RecH(T) c Q(T).

Il existe des notions encore plus faibles de récurrence que la non errance. Par exemple, dans
le cas d’un espace métrique, la notion de récurrence par chaine (voir exercice **).

1.3 Conjugaison, facteur.
Commencons par introduire une notion d’isomorphisme entre systemes dynamiques.

Définition. Soit X et Y deux espaces topologiques. On dira que les transformations T
X > XetS :Y — Y sont conjuguées s’il existe un homéomorphisme H : X — Y tel que
HoT =S50 H. L’homéomorphisme H est une conjugaison entre T et S.

Exemple. Posons S' = {z € C||z| = 1}. L’application

Exp : R — S!
x}_)€2i7rx

passe au quotient et définit un homéomorphisme naturel H entre le groupe topologique T = R/Z
et S! tel que pour tout x € R on ait H(x + Z) = €. Les applications

T :T—>T
T 27
et
S 8t - 5t
2 22

sont conjuguées par H. Comme nous allons le voir, les deux systémes dynamiques sont isomor-
phes.

ProprosiTION 1.3.1 1 SiT : X - X et S : Y — Y sont conjuguées par H : X — Y, alors
pour toutn >0 on a HoT™ = S"oH. Si l'une des applications T ou S est un homéomorphisme,
il en est de méme de lautre et on a H o T* = S*¥ o H pour tout k € Z.

Preuve. L’égalité H o T™ = S™ o H pour tout n > 0 se démontre par récurrence. La relation
est évidente pour n = 0 ; si elle est vraie au rang n — 1, elle I’'est également au rang n car :

HoT'"=HoT" 'oT=S"1oHoT=5"1'0S0H =5S"0H.

Notons maintenant que S = H o T o H~'. Ainsi, si T’ est un homéomorphisme, c’est également
le cas de S et on a
St=HNY oI VoH ' '=HoT o H .

L’homéomorphisme H conjuguant 7! & S~!, conjugue également 7" & S~", pour tout n > 0.
O



Le point important est que H envoie les orbites de 1" sur les orbites de S. On en déduit :

ProprosSITION 1.3.2 :  Supposons que H : X =Y conjugueT : X - X a5 :Y =Y.
i) Pour tout v € X, on a H(wp(z)) = ws(H(x)).

ii) L’image par H des ensembles Per(T), Rec™(T), Q(T) sont égaux respectivement a Per(S),
Rec™(S), Q(S). De plus, pour tout x € Per(T), les points x et H(z) ont la méme période.

iii) Si T est un homéomorphisme, alors H(Rec™ (T)) = Rec™ (S). De plus, H(ar(x)) =
as(T(x)) pour tout x € X.

Preuve. Commengons par prouver i). On peut écrire

H(wr(z)) = H ( N 0+(Tm(:f))> = [ HOH(T™(x)) = | OF(S™(H(2)))) = ws(H(x))

m>0 m>0 m>0

On déduit de i) que H envoie Rec™ (T) sur Rec™(S). Le fait que I'image par H d'un point
périodique de T est un point périodique de S de méme période provient de :

T (z) =2 < H(T"(z)) = H(x) & S"(H(z)) = H(zx).

Le lecteur vérifiera que I'image par H d’un domaine errant de T est un domaine errant de
S et par conséquent que H envoie Q(7T') sur Q(S). Il établira 'assertion iii). 0

Définition. Soit T : X — X et S : Y — Y deux transformations continues. L’application S
est un facteur de T s’il existe une application surjective H : X — Y telle que HoT = So H.
On dit également que T est une extension de S ou que T est semi-conjuguée a S. L’application
H est appelée une semi-conjugaison.

Exemples.
1. Fixons a € T. La rotation
S:T—T
rT—T+a
est un facteur de
T :T? » T?

(%1, 22) = (71 +a, 7 + T2)
La semi-conjugaison est la projection
H :T>5T

(fl, .%2) — fl '

2.  En considérant un facteur S de 7', on perd de I'information sur la dynamique 7'. L application

S {0} — {0}
0—20

est un facteur universel, il ne donne aucune information. Le lecteur établira facilement le résultat
suivant :



ProOPOSITION 1.3.3:  Soit H : X — Y une semi-conjugaison entre T : X - X et S : Y =Y.
i) Pourtoutn>0ona HoT™=S"0cH.
ii) Pour tout v € X, on a H(wr(x)) C ws(H(x)).

iii) L’mage par H des ensembles Per(T), Rec™(T), Q(T) sont inclus respectivement dans
Per(S), Rect(S), Q(S). De plus, pour tout x € Per(T), la période de H(x) divise celle de x.

iv) SiT et S sont des homéomorphismes, HoT* = S¥ o H, pour tout k € Z. Par conséquent,
H(Rec™ (T)) C Rec™ (S) et H(ar(x)) C as(H(x)) pour tout z € X.

Expliquons pour conclure pourquoi toute transformation continue surjective T': X — X ad-
met une extension naturelle par un homéomorphisme, obtenue comme limite projective. Notons
Z_ D'ensemble des entiers négatifs ou nuls. Munissons I'ensemble X%~ de la topologie produit
et considérons la partie

X = {(.’L’k)kgg € X% |T(xp) = 2ppq si k< O} .
L’application o R
T:X—>X
(@r)r<o = (T(k))r<o
est un homéomorphisme de X dont la réciproque s’écrit:
Tl X =X
(xr)k<o = (Tk-1)k<0

C’est également une extension de T" puisque la projection H : (xf)k<o — Zo est continue, vérifie
HoT =T o H et est surjective car T' est surjective.

1.4 Caractérisation des systéemes dynamiques.

Nous ne nous intéresserons ici, non pas aux propriétés des orbites d’un systéme dynamique
donné, mais aux propriétés du systeme lui-méme.

Définition. Nous dirons qu'une transformation continue 7' : X — X est positivement transi-
tive si, pour toutes parties ouvertes non vides U et V, il existe n > 0 tel que UNT"™(V') # (). Si
T est un homéomorphisme, nous dirons que T est transitif si, pour toutes parties ouvertes non
vides U et V, il existe k € Z tel que U NT*(V) # 0.

Remarques.

1. Dans le cas d’un homéomorphisme, la transitivité positive est plus forte que la transitivité.
Par exemple I’homéomorphisme
T :Z—7Z
r—x+1

est transitif mais pas positivement transitif. Néanmoins, dans le cas ou X n’a pas de point isolé,
les deux notions coincident (voir exercice 10).

2. Une maniere équivalente d’exprimer la transitivité (positive) de T est de demander que
Un>o0 T—"(V) soit dense, pour toute partie ouverte non vide V. De fagon similaire, un homéo-
morphisme T est transitif si Uyez 77 (V) est dense, pour toute partie ouverte non vide V.



3. Notons que si T': X — X est positivement transitive et si V est un ouvert non vide, alors
T~1(V) est également non vide. En effet, dans le cas contraire, on aurait (J,~, T (V) =V et
on en déduirait que V est dense, ainsi bien siir que toute partie ouverte non vide de V (puisque
de préimage vide). L'espace X étant supposé séparé, on en déduirait que V est réduit a un
élément, puis que V est égal & X. Ceci contredit le fait que T~(V) est vide. Par une récurrence
immédiate, on prouve également que T~ "(V') est non vide, pour tout n > 0.

4. Dans le cas ou T n’est pas inversible, on parle de transitivité plutét que de transitivité
positive, en 'absence d’ambiguité.

Nous allons donner une définition équivalente de la transitivité. Rappelons quelques définitions
de topologie.

Definition. Un espace topologique est un espace de Baire si 'intersection de toute famille
dénombrable de parties ouvertes denses est dense.

Remarques.

1.  Un espace métrique complet est un espace de Baire. Il en est de méme d’un espace topologique
localement compact.

2. Un ensemble G5 d’un espace topologique est l'intersection d’une famille dénombrable de
parties ouvertes. Une partie X d’un espace de Baire est résiduelle si elle contient un ensemble
G5 dense. Remarquons que l'intersection d’une famille dénombrable de parties résiduelles est
elle-méme résiduelle.

Définition. Un espace topologique est a base dénombrable s’il existe une famille dénombrable
(Ui)ier de partie ouvertes telle que toute partie ouverte est une réunion d’ensembles U;. C’est
le cas d'un espace métrique séparable (c’est-a-dire ayant une partie dénombrable dense), par
exemple le cas d’'un espace métrique compact.

ProproSITION 1.4.1 : Soit X un espace de Baire a base dénombrable et T : X — X wune
transformation continue. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est positivement transitive ;
ii) il existe x tel que w(x) = X ;

iii) [l’ensemble des points x € X tels que w(x) = X est un ensemble G5 dense.

Preuve.  Commengons par prouver que ii) implique i). Donnons nous deux parties ouvertes
non vides U et V. Le fait que w(z) = X implique qu'il existe n > 0 tel que T"(x) € U et qu'il
existe n’ > n tel que T" (z) € V. Le point T"(z) appartient donc & U NT™~" (V). Il existe donc
n” >0 tel que UNT~™ (V) # 0. Remarquons que nous n’avons besoin d’aucune hypothese sur
X pour prouver cette implication.

Puisqu’une partie résiduelle d’'un espace de Baire est non vide, on sait que iii) implique ii).
Il reste donc & prouver que i) implique iii). Considérons une base dénombrable (U;);c; de la
topologie de X. L’application T' étant positivement transitive, on sait d’apres le remarque 3 vue
un peu plus haut, que pour tout i € I et tout m > 0, ensemble ouvert T~ (U;) est non vide
et donc que |J T7"(U;) =Up>o T ™(T~™(U;)) est dense. Ainsi,

n>m

vy=( (U7

i€el,m>0 \n>m



est un ensemble G§ dense. Montrons que c’est exactement I’ensemble des points x tels que
w(x) = X. Un point = appartient & Y si et seulement si pour tout i € I et tout m > 0 il existe
n > m tel que T"(x) € U;. Chaque U; étant ouvert on doit avoir z € Y si w(x) = X. Mais
la réciproque est également vraie car (U;);es est une base de la topologie. En effet, pour tout
y € X et tout voisinage U of y, on peut trouver ¢ € I tel que U; C U. Ainsi, pour tout m > 0,
il existe n > m tel que T"(x) € U. O

Exemples. On verra dans la prochaine section que

7 :T—>T
T— 2T
est positivement transitive et que
T :T—>T
T—x+a

est positivement transitive si et seulement si a ¢ Q/Z.
On a un résultat analogue pour la transitivité :

PROPOSITION 1.4.2 : Soit X un espace de Baire a base dénombrable et T : X — X un
homéomorphisme. Les propriétés suivantes sont équivalentes :

i) T est transitif ;
ii) il existe x tel que O(x) = X ;

iii) [l’ensemble des v € X tels que O(x) = X est un ensemble Gs dense.

Prewve.  Commencons la encore par prouver que ii) implique i). Donnons nous deux parties
ouvertes non vides U et V. Le fait que O(x) = X implique qu’il existe k € Z et k' € Z tels que
TF(z) € U et T¥ () € V. Le point T*(x) appartient a U N T+ (V).

La encore, on sait que iii) implique ii) et il reste donc a prouver que i) implique iii).
Considérons une base dénombrable (U;);c; de la topologie de X. L’homéomorphisme T' étant
transitif, on sait que pour tout i € I, I'ensemble ouvert (J,cz T*(U;) est dense. Ainsi,

Y= U7T*W)

i€l keZ

est un ensemble G5 dense. Un point x appartient a Y si et seulement si son orbite O(x) rencontre
chaque U, c’est-a-dire si elle est dense dans X. O

Définition. Une transformation continue T : X — X est (positivement) topologiquement mé-
langeante si, pour toutes parties ouvertes non vides U et V, il existe m > 0 tel que UNT~™(V') £ ()
pour tout n > m.

Exemples Ils’agit d’une propriété plus forte que la transitivité. Nous verrons que 'application
T :T—>T
T2
est topologiquement mélangeante mais que

TQ:

-
-

_>
—=Z+a

8)
8)

10



ne l'est pas, méme si a ¢ Q/Z.
Nous allons introduire une derniere notion qui est également plus forte que la transitivité.

ProOPOSITION 1.4.3 : Soit T : X — X une transformation continue d’un espace topologique
X. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tout x € X, on a O (z) = X;
ii) pour tout x € X, on a w(zx) = X;
iii) si Y est une partie fermée positivement invariante, alors Y =0 ou'Y = X.

Si ces conditions sont vérifiées, on dira que T est positivement minimale.

Prewve.  Montrons d’abord que i) ou ii) implique iii). Soit ¥ une partie fermée positivement
invariante. Si Y # (), on peut choisir € Y. Chacun des ensembles Ot (z) et w(z) étant contenu
dans Y, on en déduit que X est inclus dans Y si i) ou ii) est vérifiée.

Pour montrer que iii) implique i), il suffit de remarquer que O+ (x) est une partie fermée

non vide positivement invariante. Pour prouver que i) implique ii), écrivons

w(z) = ﬂ Ot (IT™(x)) = ﬂ X =X.

m>0 m>0

Remarque. Un systéme dynamique positivement minimal est positivement transitif.

Exemples. Nous verrons que
T :T—>T

T2
n’est pas positivement minimale mais que

T

8y H
8 9

%
—=Z+a
est positivement minimale si a ¢ Q/Z.

On a une définition analogue pour les homéomorphismes. La preuve du résultat qui suit est
similaire a celle de la proposition 1.4.3.

PROPOSITION 1.4.4 : Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace topologique X. Les
propriétés suivantes sont équivalentes :

i) pour tout x € X, on a O(x) = X;
ii) siY est une partie fermée globalement invariante, alors Y =0 ouY = X.
Si ces conditions sont vérifiées, on dira que T est minimal.
Pour un homéomorphisme, la minimalité positive est plus forte que la minimalité. Par ex-

emple,
T :Z—7Z

r—x+1

11



est minimal mais pas positivement minimal. La-encore, on parlera souvent de minimalité, au
lieu de minimalité positive dans le cas d’un systeme dynamique non inversible. Le résultat qui
suit (l'assertion ii) est un théoreme da a Gottshalk) nous dit qu'’il n’y aura généralement pas
d’ambiguité.

PROPOSITION 1.4.5 : On a les deux résultats suivants :

i)  Un homéomorphisme T d’un espace topologique compact X est positivement minimal s’il est
minimal.

ii)  Une transformation continue T d’un espace topologique localement compact X n’est jamais
positivement minimale si X n’est pas compact.

Preuve. Commencons par démontrer i). Soit X un espace topologique compact et 7' un homéomorphisme
de X qui est minimal. Nous voulons montrer que 1" est positivement minimal. Soit Y une par-

tie fermée non vide de X vérifiant 7(Y) C Y. Nous voulons montrer que ¥ = X. La suite
(T™(Y))n>0 est une suite décroissante de parties fermées non vides. Puisque X est compact,

nous en déduisons que Z = (), 7" (Y) est fermé et non vide. Puisque T est bijective, nous
pouvons écrire T(Z) = N0 T (V). Nous avons donc

Z=T'"WMcT'Y)=T""'(Y)=TZ)c [ T"(Y)="Z

n>0 n>1 n>0 n>0

Ainsi, Z est globalement invariant, et donc égal & X puisque T' est minimal. Il en est donc de
méme de Y (qui contient Z).

Maintenant, démontrons ii). Soit X un espace topologique localement compact. Supposons
qu’il existe une transformation continue 7" de X qui soit positivement minimale et montrons que
X est compact. Par hypothese sur X, on peut trouver une partie ouverte non vide U qui est
relativement compacte. On peut supposer que U # X (sinon X est compact). Le complémentaire
de Up>o T7*(U) est fermé, distinct de X et positivement invariant. Il est donc vide puisque T'
est pogitivement minimal. En d’autre termes, on a X = Uo7 *(U). Mais puisque U # X, on
a Ugs1 T7F(U) # 0. Le complémentaire de Uy~ T~*(U) est vide puisqu’il est également fermé,
distinct de X et positivement invariant. On a donc X = U1 TF(U). Par compacité de U,
il existe K tel que U C Ujcpex T *(U) et donc tel que U C_U1<k<K T-*(U). Ceci implique
que Ups1 TF(U) = Ur<per T*(T) puisque, sous l'action de T, tout point de U revient dans U
au plus au temps K. L’ensemble J;<p<x T*(U) est non vide, compact comme réunion finie de
parties compactes (et donc fermé) et p?)sitivement invariant, puisque

T(|JTh0) = | T"O) c |J TFD).

k>1 k>1 k>1

Ainsi Uy<p<i T K(U) est égal & X puisque T est positivement minimal. L’ensemble X est donc
compact. O

En particulier, il n’existe pas d’homéomorphisme positivement minimal sur R™. On montre
facilement qu’il n’y a pas d’homéomorphisme minimal sur R mais on sait également, d’apres
un théoréme de point fixe dit & Brouwer (qui n’est pas le théoréme bien connu), qu’il n’y a pas
d’homéomorphisme minimal sur R?. L’existence ou non d’homéomorphisme minimal sur R”,
est par contre un probleme ouvert si n > 3.
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Définition. Soit T' : X — X une transformation continue d’un espace topologique X. Une
partie fermée positivement invariante Y C X est positivement minimale si la transformation
restreinte T'ly : Y — Y est positivement minimale.

La proposition qui suit est une conséquence immédiate de la proposition 1.4.3

PROPOSITION 1.4.6 : Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Y est positivement minimal ;

ii) pour toutx €Y, on a Ot (z) =Y,
iii pour toutx €Y, on aw(x) =Y;
iv) Y est un élément minimal, pour Uinclusion, dans l’ensemble des parties fermées non vides

et positivement invariantes de X.

Similairement, si T : X — X est un homéomorphisme, une partie fermée invariante ¥ C X
est minimale si ’homéomorphisme restreint 7’|y :Y — Y est minimal et on a :

PROPOSITION 1.4.7 :  Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Y est minimal ;

ii) pour toutx €Y, ona O(x)=Y;

ii) Y est un élément minimal, pour linclusion, dans l’ensemble des parties fermées non vides
et invariantes de X.

Enongons maintenant le résultat important suivant :

ProproSITION 1.4.8 : Soit T : X — X une transformation continue d’un espace topologique
compact X. Il existe alors une partie fermée positivement minimale Y C X.

Preuve. Notons F l'ensemble des parties fermées non vides positivement invariantes. Il n’est
pas vide car il contient X. Remarquons qu’il est inductif pour I'inclusion. En effet, si (Y;);cr est
une famille totalement ordonnée d’éléments de F, I’ensemble Y = ;. Y; est fermé, positivement
invariant et vérifie Y C Y; pour tout i € I. Pour montrer qu’il est dans F, il reste a vérifier
qu’il n’est pas vide. C’est une conséquence immédiate de la compacité de X et du fait que pour
toute partie finie J C I, on a Y = (;c;Y; # 0 (puisque la famille est totalement ordonnée). Il
ne reste plus qu’a appliquer le lemme de Zorn pour obtenir un élément minimal de F. O

Remarques.
1. Il n’y a pas de partie positivement minimale pour

T :Z—7Z
T a4+l
L’ensemble F est totalement ordonné, il est constitué de Z et des ensembles Y; = {i,i +1,...}.
Remarquons que (;cz Yi = 0.

2. Une preuve analogue a celle de la proposition 1.4.8 nous dit qu’il existe une partie fermée
invariante minimale dans le cas ou T est un homéomorphisme d’un espace topolgique compact

X.
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Enongons maintenant un résultat, souvent appelé Théoréme de récurrence de Birkhoff

ProOPOSITION 1.4.9 :  Si X est compact, toute application continue T : X — X a au moins
un point positivement récurrent.

Preuve.  Considérons une partie positivement minimale Y C X puis choisissons z € Y. O
Concluons cette section par la remarque suivante :

PrOPOSITION 1.4.10 : Soient T : X — X et S : Y — Y deux transformations contin-
ues. On suppose que S est un facteur de T'. Si T est (positivement) transitive, topologiquement
mélangeante ou (positivement) minimale, il en est de méme de S.

Preuve. Notons H la semi-conjugaison entre T’ et S. Supposons que T soit positivement
transitive. Soit U et V deux parties ouvertes non vides de Y. Alors H=1(U) et H~1(V) sont
des parties ouvertes non vides de X car H est continue et surjective. Il existe donc n > 0
tel que H-Y(U)NT~"(H-Y(V) # (). Mais I'image par H de cet ensemble est inclus dans U N
H(T™(H YV)))=UnNS(V) puisque HoT" = S" o H.

Si T est positivement topologiquement mélangeante, le raisonnement précédent nous dit qu’il
en est de méme de S.

Supposons maintenant que 7" soit positivement minimale. Soit Z une partie fermée non vide
de Y positivement invariante par S. Alors H~!(Z) est une partie fermée non vide de X car H
est continue et surjective. Ainsi H=(Z) = X et donc Z = H(X) =Y. La transformation S est
donc positivement minimale. O

1.5 Les exemples classiques
Le décalage de Benouilli unilatéral

Soit A un ensemble fini de cardinal p > 2., on dira que A est un alphabet. On note X = AN
I’ensemble des suites * = (x5, )n>0 dans A. On va munir cet ensemble de distances. Pour tous
x et y dans X, on note N(x,y) le premier entier n > 0 tel que z, # y, (si ¢ = y, on pose
N(z,y) = 4+00). Fixons a €]0, 1] et définissons pour tous z, y dans X :

{ do(w,y) = NV siz £y,
do(z,y) =0 siz=y.

On obtient ainsi une distance sur X. Le seul fait non trivial a vérifier est I'inégalité triangulaire.
On a en fait une distance ultramétrique puisque

da($7 Z) < max(da(x, y)’ dOé(y7 Z))

car

N(z,z) = min(N(z,y), N(y, 2)).
Pour tout mot w = (wy, ..., wy—1) € A™ et tout nyg > 0 on peut définir le cylindre
O™ = {2 = (zn)n>0 € AN | 2p1ny = wy, pour tout n € {0,...,m—1}}.
PROPOSITION 1.5.1 :  Les parties ouvertes de (X, dy) sont les unions de cylindres.
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Preuve. Tout cylindre CJ)° est ouvert. En effet, posons N =ng+m —1. On a
xeC)P et N(z,y)>N=yeC,°.

La boule B(z, ") est donc incluse dans C70, si 2 € CT0.
Pour montrer que toute partie ouverte est réunion de cylindres, il suffit de remarquer que
pour tout z € X et tout N >0, on a B(z,a™) =CY%, o w = (x0,...,2N). a

La proposition précédente nous dit que la topologie de (X, d,) est indépendante de «, c’est
la topologie produit, si A est muni de la topologie discréte. Une suite (2™),,>0 converge vers
x si, pour tout N > 0, il existe M > 0 tel que 2] = x,, sin < N et m > M. Puisque les
cylindres sont en nombre dénombrable, X est & base dénombrable. On vérifie sans peine que les
cylindres sont également fermés. On peut en déduire que X est totalement discontinu. On vérifie
également qu’il n’y a pas de point isolé. L’espace X est donc un ensemble de Cantor (tous les
espaces compacts continus et sans point isolé sont homéomorphes et appelés ainsi).

PrOPOSITION 1.5.2 :  L’ensemble X est compact.

Preuve.  C’est un cas simple du théoreme de Tychonov sur la compacité du produit d’espaces

compacts. Il suffit ici d’appliquer le principe diagonal de Cantor. Soit (2" ),,>0 une suite d’éléments

de X. Tl existe 29 € A et une sous-suite (z%(™)),, 5, tel que xgo(m)

existe r1 € A et une sous-suite (xeooel(m))mz()’ telle que x?ooe(m) = 21 pour tout m > 0. On

définit par récurrence une suite * = (zp)n>0 € X et une suite (6,)n>0 de fonctions strictement

croissantes 6, : N — N telles que foOo...oen(m) = x, pour tout m > 0. On vérifie aisément que

la fonction @ :m — fgo...o00,(m) est strictement croissante et que la sous-suite (z%0™),,>¢
converge vers . ]

= x¢ pour tout m > 0. Il

ProroOSITION 1.5.3 :  L’application

c:X—>X

(xn)nZO = (xn—&—l)nZO

est continue, on 'appelle le décalage de Bernouilli unilatéral.

Preuve. Remarquons que la préimage d’un cylindre est également un cylindre. Plus précisément,
pour tout cylindre C™, on a o~ 1(C70) = Crot1, O

Remarques.

1. L’application ¢ a exactement p points fixes, qui sont les suites constantes. Plus généralement
04 a p? points fixes obtenus par concaténation d’un méme mot de longueur g dans I'alphabet A.
Ce sont les points périodiques de période divisant q.

2. Toute suite x = (zp)n>0 € X est limite d’une suite (2™),,>1 d’éléments de X qui sont tous
périodiques. Il suffit de prendre pour =™ la suite qui est périodique de période m et qui vérifie

m

x = x, si n < m. Le fait que ’ensemble des points périodiques de o est dense implique que o

n’a pas de point errant. En effet, Q(o) est fermé et contient Per(o).

PROPOSITION 1.5.4 :  Le décalage de Bernouilli est transitif, et méme mieuz, il est topologique-
ment mélangeant.
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Preuve. 11 suffit de prouver que si C;)° et CZ? sont deux cylindres quelconques, il existe
un entier N tel que pour tout n > N, on a C° Ng™™" (C’n9) # 0. Oronaoc™ (Cn(,)) =

w w
C’Z9+n. Notons w = (wp, ..., wy) et w' = (wp,...,w),). Si n est assez grand, les ensembles
(no,...,no+m —1) et (n+ng,...,n + nj +m' — 1) sont disjoints et par conséquent on a
Coono (Ch9) #0. 0

Pour finir, remarquons que tout point x € X a p" antécédents par 0" et que U,>o0 " ({z})
est dense. On peut vérifier que cette propriété implique la transitivité.

Le décalage de Bernouilli bilatéral

On garde le méme alphabet A, mais cette fois ci X = AZ est I'ensemble des suites bilatérales
x = (z)kez dans A. Pour tous x et y dans X, on note N(z,y) le premier entier n > 0 tel que
Ty # Yn OU Ty, # Y_p (siz =y, on pose N(z,y) = +00). On fixe a €]0, 1] et on définit pour
tous z, y dans X :

{ do(w,y) = aNEY) siz £y,
do(z,y) =0 sixz=uy.

On obtient la-encore une distance sur X. Comme dans le cas unilatéral, pour tout mot w =
(wo, ..., wym—1) € A™ et tout kg € Z on définit le cylindre

CM = {1z = (2p)pez € A% | ik, = wy, pour tout n € {0,...,m —1}}.

On obtient ainsi une base dénombrable de la topologie de d,. On démontre la encore que X est
compact.

PROPOSITION 1.5.5 :  L’application
c: X—>X
(Tr)kez = (Trt1)kez

est un homéomorphisme. On ['appelle le décalage de Bernouilli bilatéral.
Preuve.  Ici encore, pour tout cylindre C70, on a o= 1(C10) = Cnotl ot o(CMo) = Cmo~=t, O

L’homéomorphisme g a p? points fixes obtenus par concaténation du méme mot de longueur
q dans l'alphabet A. Comme dans le cas unilatéral, on a Per(c) = (o) = X et on démontre de
facon analogue :

PROPOSITION 1.5.6 :  Le décalage de Bernouilli est positivement (et négativement) topologique-
ment mélangeant.

Les rotations de T

On fixe a € R et on pose @ = a + Z. On rappelle que la translation T, : x +— = + a releve la
rotation T~ : x — 7 + a.

PropoSITION 1.5.7 : Sia = d est rationnel, écrit sous forme irréductible, alors tout point

q
z € T est un point périodique de T, de période q.
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Preuve. Soit 2 € T.On écrit T =x+Z,oux € R, et on a
(@) =T(x)+Z=a+p+Z =1,

ce qui implique que Z est un point périodique de T, dont la périodie ¢’ divise ¢. Montrons que
/

q¢ = q. Puisque Tg(:f) =T9(z)+Z =17, il existe p’ € Z tel que =+ ¢'a = = + p/. Ainsi, a = %,

ce qui implique que p' =p et ¢ = q. 0
PROPOSITION 1.5.8 :  Sia est irrationnel, alors T est positivement et négativement minimal.

Preuve. Puisque T est compact, il suffit de prouver que I est minimal. Supposons qu'il existe
un ensemble fermé invariant X qui ne soit ni vide, ni égal a T. L’homéomorphisme 7> induit
une bijection naturelle sur I’ensemble des composantes connexes de T \ X. Si d est la distance
sur T induite par la norme usuelle de R, nous savons que T est une isométrie : pour tous

~ ~

et 2’ dans T, nous avons d(T5(Z), T5(7')) = d(Z,7’). Fixons 6 > 0 assez petit. Il y a alors un

nombre fini (non nul) de composantes connexes de T \ X et elles sont permutées par T%. Elles
sont donc périodiques, ce qui implique que leurs extrémités sont des points périodiques de T%. 1l
reste a prouver que T n’a pas de point périodique. Raisonnons par I’absurde. Si Tg(i) =T et
si z € 77 1({Z}), alors il existe p € Z tel que x + ga = x + p, ce qui implique que a = p/q. Ceci
contredit l'irrationalité de a. O

Remarque. Il existe une preuve plus classique de la proposition 1.5.8. Utilisant la classification
des sous-groupes additifs de R, on commence par montrer que Z + aZ est dense dans R. On
peut alors en déduire (ce n’est pas trés compliqué mais pas immédiat) que Z + alN est dense
dans R. Or ceci signifie que 'orbite positive de 0 pour 7> est dense. Un argument que 'on va
donner un peu plus loin (dans la preuve de la proposition 1.5.10) nous dira que toute orbite
positive est dense.

PROPOSITION 1.5.9 :  La rotation T n’est pas topologiquement mélangeante.

Preuve.  Utilisons le fait que T’ est une isométrie pour d. Supposons que T et ' soient distincts

et posons £ = d(Z,7') > 0. Considérons les boules U = B(Z, Z) et U' = B(7/, Z) Que ce soit dans
~ €

Ceci implique que U N T~"(U") = 0. O

Remarque. La rotation d’angle 27a :

R, :S'— st

2 s 2Ty

est conjuguée & T par 'homéomorphisme H : T — S! tel que H(z + Z) = ™. Ainsi, toute
propriété dynamique de 7> est transportée par H en une propriété de R,.
Les rotations de T"

Fixons une norme || || sur R” pour définir une distance d sur T" en posant

d(z,y) = min [l —yl|.
r+Z" =z ,y+Z "=y
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Fixons ensuite a = (ay,...,a,) € R" et considérons la translation 7, : x — z + a qui releve la
rotation T~ :x +— T+ @, on a = a + Z". Ici, T; est également une isométrie.

PROPOSITION 1.5.10 :  Tout point de T" est un point positivement récurrent de T.

Preuve.  Le théoreme de récurrence de Birkhofl nous dit qu’il existe au moins un point po-
sitivement récurrent Zo. Toute rotation 7% commute avec T, c’est-a-dire conjugue T a elle-
méme. Ainsi T5(Zp) est également un point positivement récurrent de T%. Ceci implique bien
évidemment la proposition.

Nous pouvons également prouver la proposition sans ’aide du théoreme de récurrence de
Birkhoff. Fixons € > 0 puis un entier » > 1/¢. La famille (Tg(a))0§n<r contient r points. Il

existe donc deux entiers 0 < ng < n; < r tels que J(TE"O (6),T§1 (0)) < e. Posons zg = e (0)
et n = n; — ng. Nous avons C?(Tg(:z:o),xo) < e. Utilisant le fait que toute rotation 7% est une

isométrie qui commute avec T, on en déduit que pour tout 7, on a CT(TE"(@), Y) < €. Ainsi tout
point est positivement récurrent. O

On a la généralisation suivante du cas uni-dimensionnel :

PROPOSITION 1.5.11 : Les assertions suivantes sont équivalentes :
i) T+ est positivement transitive ;
ii) T est positivement minimale ;

iii) les réels 1, aq,..., a, sont rationnellement indépendants (il n’existe pas de n + 1l-uplet
(ko, ..., k) € ZH1\ {0} tel que ko + kiay + ... + kya, =0).

Preuve.  Les conditions i) et ii) sont équivalentes. En effet, Pargument de la preuve de la
proposition 1.5.10 nous dit que si Zy a un ensemble w-limite égal a T", alors pour tout & € T",
le point T(Zp) a également un ensemble w-limite égal & T" et par conséquent que la transitivité
implique la minimalité.

Montrons maintenant par contraposée que i) implique iii). Supposons qu’il existe (ko, ..., k,) €
Z"1\ {0} tel que kg + ka1 + . .. + kyqa, = 0. Considérons la forme linéaire

L :(ml,...,xT)HZkixi.

L’application, de R" dans T, qui & z € R" associe L(z) + Z, est Z"-invariante : il existe donc
une application continue L : T" — T telle que, pour tout € R", on a L(z) +Z = L(z + Z7).
Puisque L est surjective, il en est de méme de L. Remarquons maintenant que pour tout z € R",
on a L(z +a) = L(z) — ko, ce qui implique L o T = L. Ainsi, L prend une valeur constante
sur l'orbite O(Z) d’un point Z, ainsi que sur son adherence Ceci implique que w(Z) # T". La
rotation 1% n’est pas positivement transitive.

Nous montrerons plus tard que iii) implique i) en utilisant des arguments de théorie er-
godique (en effet > préserve la mesure de Haar). On peut donner une preuve purement topolo-
gique du résultat mais elle est plus compliquée. |

En fait, on a :

ProPOSITION 1.5.12 :  Si les nombres 1, ay,. .., a, sont rationnellement dépendants et si s+ 1
est la dimension du Q-espace vectoriel engendré par 1, a1,. .., a, alors il existe un entier g > 1
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tel que tout point T appartient a un ensemble positivement et négativement minimal X~ qui est
l'union de q tores de dimension s.

Les endomorphismes linéaires de T

On considére dans ce paragraphe un endomorphisme F :Z — pZ de T,oup€e Z.Sip=0
tout point est envoyé sur 0 et la dynamique est triviale. La dynamique est également triviale si
p = 1, puisque F' = Idt et guere moins si p = —1 puisque tout pomt est alors périodique de
perlode 2, sauf 0 et 1 / 2 qui sont fixes. Remarquons que F?(z) = p?Z. L’étude de la dynamique
de F peut se déduire en grand partie de celle de F?. Nous pourrons donc supposer p > 2 dans
ce qui suit.

ProrosITION 1.5.13 :  Tout point a p antécédents par F et p™ par F™. De plus l’orbite d’un
point T = x + 7 aboutit au point fixe 0 si et seulement s’il existe k € Zi et n > 0 tels que v = 1&%‘
Preuve. L’équation pT = y, ou §y = y + Z, a p solutions : les projections dans T des réels %,

% + %,. . % + pp%l. Le reste de la proposition s’en déduit facilement. O

PRrOPOSITION 1.5.14 :  L’application F a p — 1 points fizes et plus généralement F94 a p? — 1
points fizes, si ¢ > 1. De plus, Per(F) est dense dans T.

Preuve.  Pour résoudre pZ = Z, on doit résoudre (p — 1)Z = 0. On a vu que cette équation a
p — 1 solutions : les projections dans T des réels 0, %1,. . g%f. La fin de la premiere assertion
s’en déduit immédiatement. Pour montrer que Per(F) est dense dans T, il suffit de remarquer
que ’ensemble des points de la forme z = q—l, q >0, k €Z, est dense dans R. O

On en déduit la encore que tout point est non errant puisque les points périodiques sont
denses. En fait on a :

ProrosiTION 1.5.15 @ L’application F' est topologiquement mélangeante..

Preuve.  On a une situation comparable a celle du décalage de Bernouilli unilatéral. Pour tout
point § € T T'ensemble ,>q F~"({¥}) est dense T. On a méme mieux : pour toute partie
ouverte U, il existe N tel que F ({y}) NU # 0, si n > N. En effet, F~"({y}) est formé des

projections des p™ pomts o p + —n, . py + B nl, ol § = y + Z. Ainsi tout point de T est
a une distance au plus 2pn d’un point de F'~ ({y}) Cette propriété implique bien évidemment
que F' est topologiquement mélangeante. O

Remarques.

1. Le systeme dynamique précédent est fortement instable par rapport aux conditions initiales.
Deux points peuvent étre trés proches et avoir des orbites qui divergent. C’est une situation
radicalement différente de celle d’une rotation, ot deux points proches restent proches au cours
du temps sous 'action de la dynamique.

2. L’application
G :8'— st
z 2P

étant conjuguée a F', partage les mémes propriétés dynamiques.
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La proposition 1.5.15 est une conséquence directe des propositions 1.4.9 et 1.5.4, ainsi que
du résultat suivant :

PROPOSITION 1.5.16  L’application F est un facteur du décalage de Bernouilli

o :{0,....p—1}N = {0,....,p—1}N.

Preuve.  On va démontrer que

H :{0,....p—1}N 5T

oo
L,
T Z pn+1 +Z
n=0
est une semi-conjugaison entre o et F.
L’application _
H :{0,....p— 11N SR
>
n
e ZO pn+1
n=

est bien définie et son image est U'intervalle [0, 1] (car tout point a un développement p-adique).
Elle est et continue puisque

o0
~ p—1
N(z,y) >N = |H(x)-H@y)| < Y~
n=N+1 p
1
< (p—1)p N2 _ ,—N-1
<(@-1p [P
Remarquons maintenant que pour tout x € {0,...,p — 1}N, on a

pH(x) = H(o()) + 0.

Toutes ces propriétés impliquent que H est continue, surjective et vérifie H oo = F o H. O

Les endomorphismes linéaires de T"

Soit A : R — R” une application linéaire dont la matrice dans la base canonique de R"
est a coefficients entiers. Puisque A(Z") C Z", on sait que A(z) — A(y) € Z" siz —y € Z". On
en déduit que A releve une application continue A : T" — T7". Il s’agit d’un endomorphisme
linéaire, c’est-a~-dire d’'un endomorphisme continu de T". Il en est ainsi par exemple de

A :T—>T
T2z
et de N
Ay 1 T? -T2

(Z1,T2) — (221 + T2, %1 + T2)

PropPOSITION 1.5.17 : L’endomorphisme A est surjectif si et seulement si det(A) # 0. Dans
ce cas, il préserve la mesure de Haar. De plus, tout point a exactement |det(A)| antécédents.
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L’endomorphisme A est bijectif si et seulement si det(A) = +1. Dans ce cas A1 est un endo-
morphisme linéaire.

Preuve. Dire que 'application A est surjective signifie que pour tout y € R", il existe x € R”
et k € Z" tels que y = A(x) + k. En d’autres termes, A est surjective si et seulement si

= U Im(A) + &

keZr

Si A est surjective, c’est-a-dire si det(A) # 0, alors A Test aussi. Si A n'est pas surjective,
alors 'espace quotient R"/Im(A) est de dimension au moins 1 et n’est donc pas dénombrable,
ce qui exclut que l'on puisse écrire R"/Im(A U {k+Im(A)}.

keZr

Pour montrer que A préserve la mesure de Haar p dans le cas surjectif, il suffit de prouver
que la mesure E*( ) est invariante par toute rotation. On doit donc prouver que pour tout pomt
be T, ona (T3)«(Ax(p)) = As(p). Puisque A est surjectif, on peut trouver @ tel que A(@) = b
et on a donc

(T)u(Au()) = (T 0 A)ulp) = (Ao To)u() = Au((T2). (1)) = Au(p).

Montrons maintenant que tout point a exactement |det(A)| antécédents. Observons d’abord
que tous les points ont le méme nombre d’antécédents puisque A est un endomorphisme. Notons
p ce nombre et considérons le “cube” Y = [—§,d]" ainsi que le polyedre X = A~1(Y). Si § >0
est petit, Y se projette injectivement sur un ensemble borélien Y de mesure (20)" et X sur un
ensemble borélien X de mesure |det(A)|~1(26)". L’ensemble A~1(Y) est la réunion disjointe de
p translatés de X. Puisque A préserve la mesure de Lebesgue, on en déduit que p = |det(A)].

On en déduit bien sur que det(A) = +1 si A est bijectif. Dans ce cas, la matrice de A~ dans
la base canonique est a coefficients entiers et releve un endomorphisme linéaire de T qui n’est
rien d’autre que A~!. |

PRrROPOSITION 1.5.18 :  Si l'une des valeurs propres de A est racine de l'unité, alors il eriste
n > 1 tel que A™ a une infinité de points fizes. Sinon, pour tout n > 1, ’ensemble Fix(A") est
fini et a |det(A™ — Idgr)| éléments.

Preuve.  Les points fixes de A™ sont les antécédents de 0 par ’endomorphisme A" — Tdpr et
celui-ci est relevé par A™ — Idg-. O

Remarque. Si A1, ..., A, sont les valeurs propres de A, alors

T

|det(A"™ — Idgrr)| = H A —1].
i=1
Ainsi, on a
log(#Fix(A™)) Zlog A —1]).

Dans le cas ol aucune valeur propre n’est de module 1, on a

- n
nggrloo 10g(ttF1x (A™) zeglog IAil),
7
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ou i € I si et seulement si |\;| > 1.

PROPOSITION 1.5.19 :  Tout point  de Q" /R" est périodique ou prépériodique (c’est-a-dire
que T n’est pas périodique mais qu’il existe n > 1 tel que A”(a?) est périodique). Si les valeurs
propres de A ne sont pas racines de l'unité, alors tout point périodique appartient a Q"/R". Si
A est surjectif, alors les points périodiques sont denses.

Preuve.  Pour tout ¢ > 1, ’ensemble %ZT est positivement invariant par A. On en déduit
que l’ensemble (%ZT) /Z" est positivement invariant par A. Puisqu’il est fini, tout point & €

(%Z’") /Z" est périodique ou prépériodique. Pour conclure, remarquons que

Q/z" = (;zr> JZ".

q>1

Notons également que si A est surjectif et si ¢ est un entier premier a det A (par exemple un
nombre premier qui ne divise pas det A), alors la restriction de Aa (%Z’") /Z" est un morphisme
injectif de ce groupe fini et donc un automorphisme. En effet, il existe u € Z et v € Z tel

1
que ug + vdet(A) = 1. Ainsi, si z € ~Z" vérifie A(x) € Z, on a x € (det(A))"'Z" et donc
q

x = uqx +vdet(A)x € Z". On en déduit que tout point de (%ZT) /Z" est périodique, puis que
I’ensemble des points périodiques est dense.

Supposons maintenant que Z soit périodique et écrivons & = x + Z", ou x € R". Il existe
k>1etpc Z" tels que A¥(x) = 2 +p. Si les valeurs propres de A ne sont pas racines de 1'unité,
alors A¥ —Id, est bijective et les solutions de Ak(x) — x = p appartiennent a Q. O

1.6 Mesures invariantes des systemes dynamiques topologiques.

Une application continue T : X — X sur un espace métrique X n’admet pas nécessairement
de mesure borélienne invariante. Il en est ainsi, par exemple, de la translation n — n + 1
sur N. De méme, elle peut admettre une mesure infinie invariante, mais pas de mesure finie,
comme la translation £k — k 4+ 1 sur Z qui laisse invariante la mesure de comptage. Nous
verrons cependant que dans le cas ou X est compact et métrisable, toute application continue
T : X — X admet au moins une mesure de probabilité borélienne invariante. Rappelons que
le théoreme de représentation de Riesz nous donne une bijection entre ’ensemble des mesures
de probabilité boréliennes et I’ensemble des formes linéaires positives L sur C'(X, C) telles que
L(1) = 1. Ici 1 désigne la fonction constante égale a 1 et C'(X, C) représente I’espace vectoriel
des fonctions continues f : X — C. Dire que L est positive signifie que L(f) > 0 si f est a
valeurs dans [0, +oo[. Si on munit C'(X, C) de la norme || f|| = sup,cx |f(z)|, on sait alors que
L est continue. L’espace C(X,C)* des formes linéaires continues L : C(X,C) — C peut-étre
muni de la topologie forte définie par la norme

1Ll = sup  |L(f)].
fEC(X.0).[fI<1

Il est également muni de la topologie faible* définie ainsi : une suite (L;),>0 converge vers L
si limy 400 Ln(f) = L(f) pour tout f € C(X,C). Un résultat fondamental sur cette topologie
est que la boule unité {L € C(X,C)*|||L|| < 1} est compacte (voir exercice 34). Remarquons
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également que l'espace M (X) des mesures de probabilité boréliennes est, via l'identification
précédente, une partie convexe de C'(X, C)*, fermée pour la topologie faible* (via la représentation
de Riesz), et qu’elle est contenue dans la boule unité puisque | [ fdu| < [|f|du < || f|| pour
toute fonction f € C(X,C). Ainsi, 'ensemble M (X)), muni de la topologie faible*, est compact.
Il est également métrisable car X est métrisable et C (X, C) est donc séparable.

Commencons par le théoreme de Krylov-Bogolyubov, qui est un cas particulier du théoreme
de Markov-Kakutani.

THEOREME 1.6.1 : Si X est un espace topologique compact métrisable, toute application con-
tinue T : X — X laisse invariant au moins une mesure de probabilité borélienne. De plus,
Uespace Mrp(X) des mesures invariantes est une partie conveze fermée de M(X).

Preuve.  On veut prouver que ’application

T, : M(X)— M(X)
p—= Ti(p)

a un point fixe. Cette application est continue pour la topologie faible*. En effet, si lim,, oo ttn, =
, alors pour tout f € C(X,C), on a

n—-+o0o

tm [ fdTu) = tim [ foTdu = [foTdu= [ 1T (u).

Elle est également affine (elle envoie barycentre sur barycentre). Fixons p € M(X) et posons

L’espace M (T') étant compact pour la topologie faible* et métrisable, on peut extraire une suite
(tn,, )m>0 qui converge pour cette topologie vers une mesure p’. Remarquons que

1
Ti(ttn) = Hng, = —(T)"™ (1) — p
Nm
et donc que
2
Nm

Cette suite converge donc fortement (et donc également faiblement) vers 0 dans C'(X, C)*. Mais
elle converge faiblement vers Ty(u') — /. On en déduit que Ty (u') = 1.
L’ensemble des mesures invariantes est fermé car T, est continue, et convexe car T} est affine.

a

Le théoreme ne nous dit rien, bien siir, sur ces mesures invariantes. Elles peuvent étre portées
sur des orbites périodiques. Nous allons maintenant introduire une nouvelle propriété concernant
les systemes dynamiques topologiques.

PROPOSITION 1.6.2 : Soit X un espace topologique compact et T : X — X une transformation
continue. Les conditions suivantes sont équivalentes :

i) Uensemble Mp(X) est réduit a un point ;
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n—1

1 .
ii) pour tout f € C(X,C) et tout x € X, la suite — Z foT"(x) converge et sa limite ne dépend
n

i=0
pas de x;
n—1 )
iii) pour tout f € C(X,C), la suite — Z foT" converge uniformément vers une fonction
i=0
constante.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dira que le systéme est uniquement ergodique.

Preuve.  Expliquons d’abord pourquoi i) implique iii). Nous raisonnerons par l’absurde. Soit
4 Punique mesure de probabilité invariante. Supposons qu’il existe ¢ > 0, une suite d’entiers
(nm)m>0 et une suite (z,)m>0 de points de X tels que limy, 400 Ny = 00 €t

Nm—1

ZfoT Tm —/fdu >e

1 Nm—1 )
Notons d,,, la mesure de Dirac en x,, et posons i, = — Z T:6,,, . L’ensemble M (T) étant
m 5o

compact pour la topologie faible*, on peut supposer que la suite ({4, )m>0 converge faiblement
vers une mesure de probabilité 4. Ici encore, on a

1
T*(,U/m) —Hm = — (Tfm (537m) - 5$m)

Nm

et
2

1T (pm) — pn|| < o

m

ce qui implique que p est invariante. Remarquons maintenant que p' # p car

[ = tim [ fdun [ fdn

Ceci contredit i).
Il reste & prouver que ii) implique i), puisque iii) implique trivialement ii). Fixons =z € X.
Pour tout f € C(X,C), posons

L(f) = lim ZfoT’

n—4+oo n

ou z est un point quelconque de X. On obtient une forme linéaire positive L sur C(X,C)
qui envoie 1 sur 1. Pour montrer que Mp(X) est réduit a un point, il suffit de montrer que
L(f) = [ fdp pour tout p € Mp(X). Puisque |13 o T'xz)| < ||f]l, on peut utiliser le
théoreme de convergence dominée de Lebesque. On a

1 n—1 )
z _ : - 9 —
L(f) nEIJIrlooanOT _nETm/ngfoT(x)d:u hm /fd:u /fd,u
Od
Remarque. La propriété d’unique ergodicité est stable par conjugaison. Plus généralement si

X et Y sont des espaces topologiques compacts métrisables, si T : X — X est uniquement
ergodique et si S : Y — Y est un facteur de 7', alors S est uniquement ergodique.
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Exemples

1. Un endomorphisme linéaire surjectif de T" n’est pas uniquement ergodique car il fixe 0 et
préserve la mesure de Haar.

2. Les décalages ne sont pas uniquement ergodiques car ils ont une infinité d’orbites périodiques.

3. Une rotation de T d’angle rationnel n’est pas uniquement ergodique car elle a une infinité
d’orbites périodiques.

4. Une rotation I, : T" — T", on @ = a+ Z" et a = (ay,...,a,;) € R", telle que 1, ay,...,
a, ne sont pas rationnellement indépendants n’est pas uniquement ergodique. En effet, chaque
ensemble de niveau X de la fonction L introduite dans la preuve de la proposition 1.5.11,
est compact et invariant par 7. Il contient donc le support d’une mesure u € MTZ(TT)’ par

application du théoreme de Krylov-Bogolyubov a la restriction T%|x.

5. Une rotation de T d’angle irrationnel est uniquement ergodique, plus généralement une
rotation 5 : T" — T, on a = a+ Z" et a = (a1,...,a,) € R", telle que 1, ay,..., a,
sont rationnellement indépendants. En effet, si o € M(T") est invariante par T, alors j est
invariante par tout 7,~, n > 0. Puisque la suite (na),>o est dense dans T", on en déduit que
p est invariante par tout T3, b € T". Or, la mesure de Haar est la seule mesure de probabilité
borélienne vérifiant cette propriété.

Nous allons conclure en donnant un exemple intéressant de systeme dynamique unique-
ment ergodique. Nous en déduirons une propriétés d’équirépartition vérifiée par certaines suites
arithmétiques. Nous dirons qu’une suite réelle (x,,),>0 est équirépartie modulo un, si pour tout
intervalle [a,b] de [0,1], on a

lim 4k < n| o, — o] € [a,b]} = b— a.

n——+oo N

~ 1 .o .

Si on pose T, = T, + Z et p, = — Z (5@, ceci signifie que la suite (p,)n>1 converge vers la

n . >
k<n

mesure de Haar pour la topologie faible*. De fagon équivalente, une suite de réels (z,,)n>0 est

équirépartie modulo un, si pour toute fonction continue ¢ : R — C, périodique de période 1,

on a 1
= o
nggamgg:ojfm) - /0 f(x) dz.

Puisque les polynomes trigonométriques sont denses, pour la topologie de la convergence uni-
forme, dans 'espace des fonctions continues périodiques de période 1, pour qu’une suite (z,)n>0
soit équirépartie modulo un, il suffit qu’elle vérifie le critére de Weyl : pour tout entier m # 0,

on a
1 n—1 ]
lim — g e2mmTE — (),
n—+oo n prt

Ainsi par exemple, on sait que pour tout nombre irrationnel a, la suite (na),>¢ est équirépartie.
On vérifie aisément que cette suite vérifie le critere de Weyl, mais on peut également invoquer
I'unique ergodicité de la rotation Z — Z + @, ol a = a + Z.

PROPOSITION 1.6.3 : Soita =a+Z ¢ Q/Z, alors I’homéomorphisme

F T =T

(1,82, &) = (B2 + @, F1 + Bay oo, Byt + B)
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est uniquement ergodique.

COROLLAIRE 1.6.4 : Soit P un polynéme réel non constant a coefficient directeur irrationnel.
Alors la suite P(n)p>0 est équirépartie modulo 1.

Preuve de la proposition 1.6.8. L’homéomorphisme F', obtenu en composant la translation  +—
T+ a et ’automorphisme A engendré par A : (z1,...,2,) — (x1,21+22,...,Tr—1+x,), préserve
la mesure de Haar. Nous voulons montrer que c’est la seule mesure invariante. Définissons, pour
tout k € Z", une fonction e, : T" — C en posant

ek(w + Zr) _ eQiﬂ(k,:@.

Notons que
ek(F(QT + Zr)) _ eZiW(lﬂa-{—(k,A(z))) _ €2i7rk:1a62i7r<At(k),;B>

et donc que

epoF = ezi”klaeAt(k).

Donnons nous une mesure de probabilité invariante u, et, pour tout & € Z", considérons le k-eme
coefficient de Fourier ¢ () = [pr e—j dp. L'invariance de g se traduit par I'égalité

Clhykr) (1) = /TT e_pdu = /T e_poFdu= 672”’“1“C(kﬁkg,.“,kr,ﬁkhm(u).

Il nous faut prouver que cip(u) = 0 si k # 0. L’égalité au-dessus nous dit que c’est le cas
si k = (k1,0,...,0) puisque a ¢ Q. Montrons par récurrence sur s que c’est le cas si k =
(k1,...,ks,0,...,0). Supposons donc que ceci est vrai pour s—1. Fixons k = (ki1,...,ks,0,...,0),
avec ks # 0. Remarquons que, pour tout n > 0, la fonction ey o F™ s’écrit

€L ©o F" = )‘nek(n)v

ou [\,| =1 et ou
k(n) = (A)"(k) = (k1(n), ..., ks—1(n), ks,0,...,0).

Remarquons également que ks_1(n) = ks—1 +nks et donc que si n’ # n, alors k(n') # k(n). Ceci
implique, grace a 'hypothese de récurrence que

/7- (e o F")(ex o F™') dp = /T AnAns€x(n)—k(n') At = An A Cr(nr)—k(n) (1) = 0.

Ainsi la famille (ej, o F™),>¢ est orthonormée dans L?(u1). On en déduit, par 'inégalité de
Bessel, que

> Keosen o F™) p2l? < lleoll 72, = 1.

n=0
Or, on a
(€0, er 0 F")r2() = /FT exoFrdu= | e dp= (1),
ce qui implique que cx(p) = 0. O

Preuve du corollaire 1.7.4. On écrit P(X) = ap + a1 X + ...+ a, X", ou a, est irrationnel. On
définit alors une suite (P;)o<i<r de polynémes par la relation de récurrence descendante

Pi(X) = P (X +1) = P (X)),
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et la condition P, = P. Le polynéme P; est de degré ¢ et de coefficient directeur
r(r—1),...(i+ 1)a,.

Posons
= (P(n), Pa(n), .., Po(n)) + Z"

et remarquons que 2" = F(z"), ou
F T —=T"
(flai‘\Q)""fU\’l’) — (./%'\1 +aa'/%'\1 +£2a"'7£7‘—1 +-’/B\T)

et @ = rla,. Pour toute fonction continue ¢ : T — C, on peut définir une fonction continue

® : T" — C en posant ®(Z1,...,7,) = ¢(Z,). Puisque F est uniquement ergodique, on obtient
1 n—1 1 n—1
. T 4 ~k
iy L ePB+2) = I 0D 8@
k=0 k=0
~ lim lﬂf@(pk(fo))
n—+oo n
k=0
= O(21,...,2.)dTy ... dTy
T’I‘

= | (@) da,.

Ainsi, la suite P(n)p>0 est équirépartie modulo 1.
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CHAPITRE 2 : INTRODUCTION A LA THEORIE ERGODIQUE

2.1 Systéemes dynamiques mesurés

On va s’intéresser dans ce chapitre a un aspect différent des systéemes dynamiques. Si X est
un ensemble et B une og-algebre sur X, toute application mesurable T : X — X définit un
systéeme dynamique mesurable. Rappelons que si p est une mesure sur B, on obtient une autre
mesure T () en posant :

T.(1)(A) = w(T~(A)) pour tout A € B.

Nous ne consideérerons par la suite que des mesures o-finies, c’est-a-dire telles que X puisse
s’écrire comme réunion dénombrable de parties mesurables de mesure finie. Notons que T} (u)
est une mesure de probabilité si c’est le cas de pu. Considérons l'espace mesuré (X, B, ). Un
systéme dynamique mesuré sera défini par une application mesurable T' : X — X préservant u,
c’est-a-dire telle que

w(A) = (T (A)) pour tout A € B.

Si T est inversible, on obtient un systéeme dynamique inversible. Tres souvent, l'inversibilité
n’a lieu que presque partout, ce qui est suffisant pour avoir un systéme dynamique inversible :
il existe une application mesurable S : X — X telle que SoT'(z) = T o S(x) pour presque tout
point z. De fagon équivalente, il existe Y € B telle que u(X \'Y) = 0 et telle que 7" induit une
bijection mesurable en restriction a Y.

Notons qu’une application mesurable 7' : X — X peut laisser invariant plusieurs mesures
sur B et donc définir plusieurs systemes dynamiques mesurés.

Soit (X, B, u, T') un systéme dynamique mesuré. Si f = >°;,<,, Aix4, est une fonction étagée,
c’est-a-dire une combinaison linéaire de fonctions caractéristiques d’ensembles de mesure finie
disjoints deux a deux, alors pour tout p > 1, on a

/fpon/‘:Z)‘?/XAionﬂ

=1

= Z )‘f/XT—l(Ai) du
i=1

= > AT (A) du
i=1

=" Nu(Ay) dp = /fp dp
=1

L’ensemble des fonctions étagées étant dense dans LP(u), on en déduit que pour tout f € LP(u),
Papplication foT appartient a LP(u) et vérifie [ fPoT du = [ fP du. On obtient ainsi une autre
fagon de définir 'invariance de la mesure. Un cas particulierement intéressant est celui ou p = 2.
L’opérateur
U : L*(u) = L*(p)
f—foT
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est alors une isométrie L?(u1) : on a

Wr().Ur(g) = [(foT)GoT)dn = [ fgdu=(1.9).

De plus, si T est inversible, alors Up est un opérateur unitaire.

Comme dans le cas d’un systeme topologique, on peut parler de sous-systeme et de facteur.
La formulation est cependant différente dans le contexte des systemes dynamiques mesurés. On
dira que A € B est invariant si T~!(A) = A. Il s’agit d'une condition plus forte que la condition
T(A) C A qui apparait quand on définit un sous-systeme dans le cadre topologique. C’est la
condition d’invariance adéquate dans le cas mesuré car elle implique que

Tla : (A, Basplsy) — (A, Ba, pls,)
est un systeme dynamique mesuré, ou
Ba={ANB|BeB}={BeB|BCA}

Définissons maintenant la notion de facteur dans ce nouveau cadre. Un systeme dynamique
mesuré (Y,C, v, S) est un facteur de (X, B, u, T') sl existe une application mesurable H : X — Y
telle que H o T = S o H presque partout et H,(u) = v, c’est-a-dire telle que

v(A) = u(T~(A)) pour tout A €C.
Si H est inversible (& ensembles négligeables pres), les deux systémes dynamiques sont conjugués.
Exemples

1. L’application T : £k — k + 1 sur Z induit un systeme dynamique mesuré si Z est muni de
mesure de comptage.

2. Si une application continue 7" : X — X sur un espace topologique a une orbite périodique
O, la mesure de probabilité équidistribuée sur O est une mesure borélienne préservée par T

Rotations et endomorphismes du tore

Si on munit T” de la tribu borélienne et de la mesure de Haar, alors toute rotation du tore
T : T" — T définit un systeme dynamique mesuré inversible. De méme, tout endomorphisme
linéaire surjectif A : T" — T définit un systeme dynamique mesuré.

Décalage de Bernouilli

Le décalage o : AN — AN défini & partir d’un alphabet fini a beaucoup d’orbites périodiques
et laisse donc invariant un grand nombre de mesures boréliennes de probabilité. Il admet d’autres
mesures, plus intéressantes, en particulier les mesures produits et les mesures de Markoff.

Donnons-nous une famille (p,)aca de nombres positifs tels que Y ,c4pa = 1. Le théoreme
d’extension de Kolmogorov nous dit qu’il existe une unique mesure borélienne de probabilité u

sur AN telle que pour tout cylindre C™, ott w = (wp, . . ., Wy—_1), ON a
wCi®) = I puw.-
0<n<m
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Remarquons que pour tout cylindre C}°, on a
—1 1
u(o™H(CR)) = p(Cy ™) = u(CyP),
ce qui par unicité de I'extension, implique que o préserve p.

Un cas particulier est le cas ou tous les p,, sont égaux, on parle alors de mesure équidistribuée.

PRrOPOSITION 3.1.1 :  Le décalage de Bernouilli, muni de la mesure équidistribuée est conjugué

au systeme dynamique mesuré
F o (T,v) = (T,v)

T pT

ot v est la mesure de Haar et p = §A.

Preuve. En effet, on peut supposer que A = {0,...,p — 1} et considérer la semi-conjugaison
(au sens topologique)
H :{0,...,p—1}N—>T

"E'_)Z n+1

On vérifie aisément que v(H(CJ}°)) = u(Cy0) pour tout cylindre C°. Or, en dehors des points
p-adiques qui ont deux antécédents et qui sont en nombre dénombrable, tous les autres points
ont un unique antécédent. Le complémentaire X des points p-adiques est de mesure de Haar
totale et vérifie F~1(X) = X. La restriction de H & H~1(X) est une bijection de H~(X) sur
X. O

Introduisons maintenant la classe plus générale des mesures de Markov. On supposera pour
faciliter les notations que A = {1,...,p}. Soit M = (M; ;);; une matrice carrée d’ordre p qui est
stochastique, c’est-a-dire une matrice a coefficients positifs vérifiant Z 1 M; ; = 1, pour tout

ie{l,...,p}.

PROPOSITION 3.1.2 : [l existe au moins un vecteur v = (v1,...,vp) @ coefficients positifs
vérifiant S°F_ v; = 1 et tel que vM = v. Ce vecteur est unique dans le cas ot il existe une
puissance de M dont les coefficients sont tous strictement positifs. Si on écrit M"™ = (M” )ijs
on a alors

lim M =wv;.

n—+too

Preuve. Commencons par montrer l'existence de v. On cherche ce vecteur comme point fixe
de 'endomorphisme L dont M? est la trace dans la base canonique. Remarquons que L laisse
invariant I’hyperplan affine H d’équation x1 + ...+ z, = 1 puisque

P p P P P P p

t — e | — ) R )

Do My | =D\ Do My | =Dy | Yo M) =
i=1 \j=1 i=1 \j=1 j=1 i=1 j=1

Il envoie donc la partie compacte convexe

C={(x1,...,2p) € H|z; >0, pour tout i € {1,...,p}}

dans elle méme. Fixons w € C et définissons
1 n—1
- 53
" =0
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Remarquons que

1
n

L) = wnll = | (2" () = w)| < S diam(C).

Ceci implique que toute valeur d’adhérence v de la suite (wy,),>1 est fixe par L.

Montrons maintenant 'unicité de v dans le cas ou il existe une puissance de M dont les
coefficients sont strictement positifs (c’est un cas particulier du théoréme de Perron-Frobenius).
En effet si v et v' sont deux vecteurs dans C' qui sont fixes par L, la droite affine passant par v
et v’ est formée de points fixes et contient un point de la frontiere de C. Mais si les coefficients
de M™ sont strictement positifs, I'image par L™ de tout point de C est inclus dans 'intérieur
(relatif) de C. On déduit pour les mémes raisons qu'’il n’y a pas d’autre point périodique que ce
point fixe.

La i-éme ligne de M™ est égale a la i-eme colonne de (M?*)", c’est-a-dire & I'image par L™
du i-éme vecteur de la base canonique de R™. Ainsi pour montrer que lim, M = vj,
il suffit de montrer que pour tout w € C, on a lim,_, ., L™(w) = v et donc de prouver que
Np>o0 L™(C) = {v}. Chaque ensemble L™(C) est un polyedre de dimension < p ayant au plus p
sommets. On en déduit que N,,»o L™(C) est également un polyedre ayant au plus p sommets.
Puisque (,;50 L™(C) est invariant par L, cette application induit une permutation sur 'ensemble
des sommets. Les sommets tous fixés par une méme puissance de L. Ceci n’est possible que s'il

n’y a qu'un seul sommet, égal a v, c’et a dire si (1,5 L™ (C) est réduit a v. a

Si v vérifie vM = M, le théoréme d’extension de Caratheodory nous dit qu’il existe une
unique mesure borélienne de probabilité u telle que pour tout w = (wq, ..., wm-1) € {1,...,p}™
et tout ng € N, on a

m—2
(CI0) = vy, <H ka,wk+1> )
k=0
En effet si on écrit
iw = (i,wg, ..., Wn-1), Wi = (Wo,..., Wn—1,1),
pour w = (wp, ..., wm-1) € {1,...,p}™, et i € {1,...,p}, la formule précédente implique que
pour tout ng € N, on a

P
Y ou(C) =1
i=1
et que pour tout w = (wy, ..., wym—1) € {1,...,p}"™ et tout ng € N, on a
P . P
p(C) =D u(Crh) = ulCyl)
i=1 i=1

(la premiere égalité de la ligne précédente est due au fait que vM = v, la seconde au fait que M
est une matrice stochastique). La encore, on a

uo™H(COR0) = u(CR™h) = u(Chp),

ce qui prouve que p est invariante par o.

On construit de facon équivalente des mesures produits ou des mesures de Markov sur A%
qui sont invariantes par le décalage bilatéral.
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Application de Gauss

Concluons cette section par un dernier exemple, propre au cas mesuré. Définissons sur [0, 1]
I’application
1 1 1
T e {} T |::| ’
x x x

ou {y} est la partie fractionnaire et [y] la partie entiere d’'un réel y. Elle n’est pas définie en 0.

On a donc 1

~alx) +T(x)’
ott a(z) = [1/x]. Pour tout k > 1, 'ensemble a~!({k}) coincide avec I'intervalle ]1/(k + 1), 1/k].
L’application 7" induit une bijection strictement décroissante de |1/(k + 1), 1/k] sur [0, 1].

PROPOSITION 3.1.3 :  La transformation T préserve la mesure de Gauss de densité

Preuve. 1l suffit de vérifier que pour tout intervalle [a, b] C [0, 1], on a u(T~([a,b]) = p([a, b]).
Oron a

1 & a1
P 0 b) = g 3 [ ot
In2 P 1+t
—iiln(l—k )—ln(l-i-i)
In2 = a—+k b+k
1 o0
—E};ln(a—i-k—kl)—ln(a+k)—ln(b+k+1)+ln(b+k)
1
= (b +1) — In(a+ 1)) = pu([a, b).

2.2 Théoremes asymptotiques

Nous allons établir certains résultats valables pour tout systeme dynamique mesuré, ou pour
certains d’entre-eux valables quand I’espace ambient est de mesure finie. Commencons par le
théoréme de récurrence de Poincaré.

THEOREME 2.2.1 : Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré tel que pu(X) < oo. Si
A € B vérifie u(A) > 0, alors l’ensemble B, formé des points x € A pour lesquels il existe une
infinité d’entiers n > 1 tels que T"(x) € A, est une partie mesurable qui vérifie u(B) = pu(A).

Preuve. Le complémentaire de B dans A s’écrit A\ B = U,;,>1 Em, o

Epn={zcA | n>m=T"(x) ¢ A}
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Remarquons que les ensembles T~ (E,,), n > 1, sont tous disjoints de E,,. Ceci implique que
les ensembles T~""(E,,), n > 0, sont disjoints deux & deux. En effet, sin n’ > n, alors:

T (Epn) NT "™ (Ep,) # 0
= T"™(T "™ (Ep) N T"""™(Ep)) # 0
= E,nT "="m(E ) +£0.

Puisque les ensembles T~ (FE,,), n > 1, ont méme mesure et puisque u(X) < +oo, cette
mesure commune est nulle. Ainsi, on a p (Un21 Em> = 0. d.

Soit (X, B, u,T) un systéeme dynamique mesuré. Les moyennes de Birkhoff de f : X —

C sont les moyennes temporelles % ?:_01 o T*. On veut étudier ces moyennes. Commencons

par énoncer le théoreme de Von Neumann qui donne une convergence, au sens quadratique.

Rappelons que
Ur : L*(p) — L*(w)

f—=foT

est une isométrie de L?(p).

THEOREME 2.2.2 :  Soit (X, B, u, T) un systéme dynamzque mesuré. Définissons Uespace L2, (1) =
Fix(Ur) ainsi que la projection orthogonale piy : L?(p) — L2 (11). Alors, pour tout f € L*(u),
on a

lim Z Ub(f) = piv (f)-

n—+oo n,

Preuve. On doit prouver que
1
2S00

si fe L (u), ce qui évident, et

g%nZ%

si fe L2, (u)*, ce qui 'est moins.
Commengons par prouver que
L12nv( )L = Im(Id - UT)

ou, de facon équivalente, que
L2, (u) = Im(Id — Up)™*.

Si f € L2 (u), alors pour tout g € L?(u), on a
(f9=Ur(9)) = (f,9) = (f,Ur(9)) = {f,9) = {Ur(f),Ur(g)) = 0,
Ainsi, on a L2 (p) C Im(Id — Up)*.

mv

Réciproquement, si f appartient & Im(Id — Uz)~ alors, pour tout g € L?(u), on a
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ou Uj est adjoint de Up. Ainsi, on a Uy (f) = f. On peut alors écrire

{Ur(f) = f,Ur(f) = f) = (Ur(f),Ur(f)) = (f,Ur(f)) = {Ur(f), f) + <f,f>
= (£, 1) = Up(), ) = (£, Up () + I, ) =

ce qui prouve que Ur(f) = f. On a prouvé 'inclusion inverse Im(Id — Uz)* C L2, (p).

9

Supposons donc que f € L2 (u)t. Pour tout € > 0, on peut trouver g € L?(u) tel que
lf — (Ur(g) — g)|| <e. Ceci implique que

Z U(9) — g

1S
n

<e

Y

et donc que

2
IIUT( W +llgll) +e=—lgll +e < 3e,

Z Ur(f

si n est grand. O

Lea preuve précédente se généralise a n’importe quelle isométrie U d’un espace de Hilbert
H. Pour tout = € H, on a

lim Z Ul(x) = piny ()

n—+oo n

ol Piny : H — Ker(Id—U) = Fix(U) est la projection orthogonale. Dans le cas qui nous concerne,
Pespace propre Fix(Ur) contient toujours les fonctions constantes si p est une mesure finie.

Enongons maintenant le théoréme ergodique de Birkhoff qui donne un résultat de convergence
presque sure.

THEOREME 2.2.3 1 Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré. Fizons f € L'(u). Il existe
alors une fonction f* € L'(u), invariante by T, vérifiant :

i) pour presque tout point x € X, on a lim,_ % Z;L;OI oTi(x) = f*(x) ;

i) onalflp < Iflle s

iii)  sip(X) < 400, alors limy o0 = 307 o foT" = f* dans L' () et par conséquent [ f*du =
Jfdp;

iv) siT est inversible, alors pour presque tout point x € X, on a limy,_ 4 % ?:_01 foT i(x) =

fr().

Preuve. On fixe f € L'(u) dans la preuve. Pour tout n > 1, on pose

n—1
_! ZfoTi.
ni:ﬂ

On commencera par prouver que la suite (S, f(z)),>0 converge presque surement dans R U
{—00, 400}, cest-a-dire que f(r) = f(x) presque partout, ol

f(z) =limsup S, f(x), f(x )—hmlnfS f(z).

n—+00 - n—+00
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Remarquons que les fonctions f et f sont invariantes car

1 n
Snt1f n+1f+n+15fo

Pour montrer que f(z) = f(z) presque partout, il suffit d’établir que si a < 3, alors p(E, g) = 0,
ol

E,p={zeX | fz)<a<p< f(x)}
En effet, on a

freX | f@)<fl@)}y= U Eas
a,fEQ,a<p

Nous montrerons dans un premier temps que p(Fq ) = 0 si u(Eq g) < 00, puis dans un second
temps que pu(E,g) < oo. Nous allons utiliser le lemme suivant, généralement appelé lemme
ergodique mazximal.

LEMME 2.2.4 : On a

/~ fdup >0,
f(@)>0
ol on pose
n—1
f(x) =sup > f(T'(x)).
nzli—o

Preuve. On définit une suite croissante de fonctions positives (fy,)n>0 en posant fo(x) = 0 pour
tout x € X, et pour tout n > 1

fale) = max(0, f(z), f(z) + f(T(2)),.... f(2) + f(T(2)) + ...+ (T }(z)).

On pose alors
En={zeX | fu(z) >0},

en notant que

Falz) = { f@) + far(T(2)) siz e B,

0 sizd B,
On a donc
| tdu= [ fa= famio T
En En
> [ fu=faroTan
X
:/ Jn— fn—1dp > 0.
X
Puisque N
{reX | f(z) >0} = En,
n>1
on obtient

/ fdu 0.
f*(x)>0

[ f@)+ a1 (T(z)) sizeE,
fn(x)_{o 1 siz & By,
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Montrons maintenant que p(E, ) = 0 si u(Eq 3) < 0o. Notons d’abord que E, g est invari-
ant, puis appliquons le lemme 2.2.3 & la restriction 7’|, , et a application intégrable f — /. On
obtient

/Eaﬁf—ﬁduzo.

Appliquons-la également a o — f. On obtient

/ a— fdu>0.
Eap
Finalement, on obtient
ap(Eap) = /E fdu > Bu(Eqp)
B

ce qui implique que pu(Eqg) = 0.

Il reste a prouver que pu(Eq g) < co. La mesure p étant o-finie, il suffit de prouver que tout
ensemble mesurable C' C E, g de mesure finie vérifie :

WC) < gy, fdu i8>0
pu(C) < le%de,u si e <0.

Dans le cas ou 3 > 0, on applique le lemme ergodique maximal & la restriction T'|g, , et a
I’application intégrable f — Bx¢. Puisque f — Bxo > f — 3, on obtient

/ f—=Bxcdu>0
ang

et donc

Bu(C) < /E fdp.
o,B

Dans le cas ol a < 0, on applique le lemme a I'application axc — f. Puisque axc — f > a— f,
on obtient

/ axc— fdp >0
Eap

et donc

ap(C) Z[E fdpu.
a,

On va maintenant prouver ii), ce qui impliquera que f* appartient & Lq(u) et est donc finie
presque partout. Remarquons que

1 n—1 )
[18utldu< =% [1f o du= [ 111
i=0
ce qui, grace au lemme de Fatou, implique que
J157dn = [tminf 8,71 de < Yot [ 1Suf1dge < [ 171
Pour obtenir iii), il faut montrer que si u(X) < +o0, alors on a

n—-+0o00

lim /]Snf—f*\duzo.
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Dans le cas ou f est bornée (disons par M), c’est une conséquence immédiate du théoreme
de convergence dominée de Lebesgue puisque la suite (|S,f(z) — f*(z)|),,~; est uniformément
bornée par 2M et tend vers 0 pour presque tout x. Dans le cas oll f n’est pas bornée, alors
pour tout € > 0, on peut trouver g € L™ telle que [ |f — g|du < €/3. Ceci implique que pour
tout n > 1, on a [ |S,f — Sng|du < £/3. On sait d’autre part que [ |f* — ¢*| dp < €/3, d’apres
ii), et on vient de voir que si n est assez grand, on a [ |S,g — ¢*| dp < /3. On en déduit que
J1Snf — f*|dp < € sin est assez grand.

Il reste & prouver iv). Appliquons ce qui vient d’étre fait & 7. On sait que la suite

117,—1 )
nf=— T
S_nf n;fo

converge presque stirement vers une fonction f**. On veut prouver que f* = f** presque partout.
11 suffit, bien str, de prouver que f*(z) < f**(x) pour presque tout x et donc de prouver que si
a < B, alors p(F,z) =0, ol

Fog={zreX | ") <a<B< )}

Grace au lemme ergodique maximal, on prouve, comme un peu plus haut, que pour toute partie
C C F, p de mesure finie, on a

WC) < g fp, , fdu sif>0
SéfFandu si a < 0.

On en déduit que p(F, g) < +oo, puis, grace encore au lemme ergodique maximal, que

ap(Fop) > /F fdp > Bu(Fap).
o, B

2.3 Propriétés des systemes dynamiques mesurés

Comme dans le cas topologique, on va introduire plusieurs définitions sur les systémes dy-
namiques mesurés. Commencons par un résultat d’indécomposabilité analogue a la transitivité.

PROPOSITION 2.3.1 : Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré. Les deuz propriétés
suivantes sont équivalentes :

i) si A € B vérifie T-Y(A) = A, alors u(A) =0 ou u(X \ A) =0 ;
ii) toute fonction mesurable f : X — C invariante par T est constante presque partout.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que le systéme est ergodique.

Preuve. Supposons que ii) est vraie. Si A € B vérifie T~1(A) = A, alors la fonction x4 est
invariante. Puisqu’elle constante presque surement, I'un des ensembles A ou X \ A est de mesure
nulle.

Réciproquement, supposons que i) est vraie. Si f : X — C est invariante par T, alors pour
toute partie boréliennne B C C, I'ensemble A = f~!(B) est mesurable et vérifie T71(A) = A.
Ainsi, on a u(A) = 0 ou pu(X \ A) = 0. Ecrivons f = fo+if1 ol fo et f1 sont & valeurs réelles.

37



On en déduit que pour tout n > 1, il existe un unique k,, € Z tel que fo(z) € [kn/n, (kn +1)/n|
presque partout. On en déduit que fy (ainsi bien sir que f1) est constante presque partout. O

Remarque Dans le cas ot T" admet plusieurs mesures invariantes et ou le systéme dynamique
(X, B, 1, T) est ergodique, on dira plus simplement que u est ergodique.

Dans le cas ou la mesure est finie, on a le critere d’ergodicité utile suivant :
PROPOSITION 2.3.2 : Soit (X, B, 1, T) un systéme dynamique mesuré, ot pu(X) < +oo. Fizons
p > 1. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :
i) le systeme est ergodique ;
i) toute fonction f € LP(u) qui est invariante est constante presque partout.
Preuve. 11 suffit de montrer que ii) implique i). On peut reprendre la premiere partie de la

preuve de la proposition 2.3.1, puisque, dans le cas ou u(X) < 400, toute fonction caractéristique
appartient & LP(u). O

Le résultat suivant nous dit que pour un systeme ergodique, les moyennes temporelles et
spatiales coincident (dans le cas ol la mesure invariante est finie) :

PROPOSITION 3.3.3 :  Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré ergodique et f € L'(u).
Alors, pour presque tout point x, on a

n—1 A 1 .
lim l Z foTi(x) = w(X) ffd,U« SZ. u(x) < +00,
noteen i 0 si p(x) + oo.

Preuve. Le théoréme ergodique de Birkhoff nous dit qu’il existe une fonction f* € L'(u)
invariante telle que f*(z) = limy, 40 % Z?;OI foT*(z) pour presque tout point z. Cette fonction
f* est donc constante presque partout. Si u(X) = +o0, elle est nulle puisqu’elle est intégrable ;
si u(X) < +oo elle est égale & la moyenne spatiale de f puisque [ f*du = [ fdpu. |

Remarque. On a un résultat similaire pour la convergence quadratique. Si f € L?(u), la suite
% Z?:_ol oT* converge dans L?(j1) vers une fonction invariante. Celle-ci est donc constante: elle
est nulle si pu(X) = +oo puisqu’elle appartient & L?(1), elle est égale & la moyenne spatiale de f
si u(X) < 400 puisque la convergence quadratique implique la convergence dans L! () dans ce
cas.

Enon(;ons encore une caractérisation de 'ergodicité :
PROPOSITION 3.3.4 :  Soit (X, B, u, T) un systéme dynamique mesuré, tel que u(X) = 1. Les
trois proprié€tés suivantes sont équivalentes :
i) le systéeme est ergodique;
ii) pour tout A et B dans B, on a
n—1

lim 3 u(ANT(B)) = u(A)u(B).

_>
n—-+oo N s
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iii) pour tous f, g dans L*(u), on a

Jdin 5 [ oo ryin= (f s0n) (f o).

Preuve. Commencons par prouver que ii) implique i). Si ii) est vraie, alors pour tout ensemble
invariant A € B, on a

n—1

w(A)? = lim 1Zu (ANT7(A)) = lim Z,u

n—+oo n n——+oo N

ce qui implique que u(A) =0 ou pu(A) = 1. Le systeme est donc ergodique.

On déduit ii) de iii) en appliquant cette derniére propriété aux fonctions caractéristiques
Xxa et xp.

Il reste a prouver que i) implique iii). Supposons donc que i) soit vraie. Fixons f et g dans
L?(p). D’apres la remarque précédente, on sait que la suite < " go T converge dans L?(u)
vers la fonction constante [gdu. On en déduit que

ngﬁloonZ/f (goT") )dp = lim f<;§goTi> duz/f(/gdu)duz/fdufgdu-
O

Introduisons maintenant une notion plus forte.

PROPOSITION 2.3.5 : Soit (X,B,u,T) un systéme dynamique mesuré tel que u(X) = 1. Les
deuz conditions suivantes sont équivalentes :

i) pour tous A, B dans B, on a

lim uw(ANT™"(B)) = p(A)u(B);

n—-+o0o

ii) pour tous f, g dans L*(11), on a

nggloo/f(goT")duz </fdu) (/gdu>.

Si ces propriétés sont vérifiées, on dit que le systéme est mélangeant.

Preuve. On déduit i) de ii) en appliquant ii) aux applications x 4 et x 5. Supposons maintenant
que i) est vrai. Fixons A € B et considérons I’ensemble des fonctions g € L?(p) telles que

lim [ xa(goT")dp = p(A) /gdu-

n—-+o0o

Il s’agit d’un espace vectoriel fermé. Puisqu’il contient les fonctions caractéristiques, d’apres i),
il contient les fonctions étagées, et puisque les fonctions étagées sont denses dans L?(yu), il est
égal & L?(u). Fixons g € L?(u) et considérons 'ensemble des fonctions f € L2(p), telles que

nggloo/f(goT")duz </fdu) (/gdu>.

39



La encore, il s’agit d’un espace vectoriel fermé. On vient de prouver qu’il contient les fonctions
caractéristiques, on en déduit comme précédemment qu'il est égal & L2(u). |

Pour un systéeme mélangeant, les évenements “étre dans A au temps 0” et “étre dans B au
temps n” sont asymptotiquement indépendants quand n — +o00. Cette notion est évidemment
plus forte que l'ergodicité, puisque pour toute partie invariante A € B, on a

A)? = i ANT ™A= 1l A) = pu(A
pA) = lm p(A)NT(A) = lim p(A) = p(A),

(ou si I’on utilise la proposition 2.3.4, puisque la convergence d’une suite implique la convergence
au sens de Césaro).

Concluons cette section par la remarque suivante :

PROPOSITION 2.3.6 :  Soit (X,B,u,T) et (Y,C,v,S) deux systémes dynamiques mesurés. On
suppose que le second est un facteur du premier. Si (X, B, u,T) est ergodique, il en est de méme
de (Y,C,v,S). Si w(X) = v(Y) =1 et si (X,B,u,T) est mélangeant, il en est de méme de
(Y,C,v, 9).

Preuve. Notons H la semi-conjugaison entre (X, B, u, T') et (Y,C, v, S). Supposons que (X, B, u, T')
est ergodique. Soit A € C une partie invariante par S, c’est-a-dire telle que S~1(A4) = A.
Dans ce cas H !(A) vérifie T-1(H1(A)) = H1(S7YA) = H(A). On en déduit que
v(A) = u(H=1(A)) € {0,1}. Ainsi, (Y,C,v, S) est ergodique.

Supposons maintenant que u(X) = v(Y) = 1. Pour toutes parties A et B dans C, on a

v(ANS™"(B)) = u(H ' (ANS™™(B))) = p(H~ ' (ANH ' (S™"(B))) = p(H ' (A)NT"(H ' (B)))
et

v(A)w(B) = p(H ' (A)p(H ' (B).
Ainsi, si (X, B, u, T) est mélangeant, il en est de méme de (Y,C,v, S). O

2.4 Liens entre théorie ergodique et dynamique topologique

Soit (X,T) un systeme dynamique topologique, ot X est un espace topologique métrisable
compact. Rappelons que Mp(X) est ’ensemble des mesures boréliennes de probabilité invari-
antes. Nous allons expliquer pourquoi certaines de ces mesures sont ergodiques. Rappelons qu’un
point = d’une partie convexe C' d’un espace affine est extrémal si, pour tous points z’, 2’ de C
et tout ¢ €]0, 1], I'égalité x = tz’ + (1 — t)2” implique que 2’ = 2" = x.

THEOREME 2.4.1 : Les points extrémauz de Mr(X) sont les mesures invariantes ergodiques.

Preuve.  Supposons d’abord que p € Mp(X) n’est pas ergodique. Il existe une partie invariante
A telle que 0 < u(A) < 1. On peut décomposer

Hx\A

p(X\ A4)

comme barycentre de deux mesures de probabilité invariantes.

At
= M(A)M(A) + (X \ A4)
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Supposons maintenant que p € Mp(X) est ergodique et s'écrit p = tu' + (1 —t)p”, ot p/, p”
sont dans Mp(X) et t dans |0, 1[. Remarquons que, pour tout A € B, on a

H(A) = 0= /' (4) =0,

ce qui signifie que y' est dominée par p. Grace au théoreme de Radon-Nikodym, on peut écrire
dy' = @du, on ¢ € L*(u). Le fait que les mesures u et u’ sont invariantes par 7 implique alors
que la fonction ¢ est également invariante. On en déduit que ¢ est constante p-presque partout.
Ceci implique que ¢ = 1 puisque p et u/ sont des mesures de probabilité, et donc que p' = p.
En répétant argument, on obtient "’ = p.

Au lieu d’invoquer le théoreme de Radon-Nikodym, on peut également utiliser le théoreme
ergodique de Birkhoff. En effet, si f € C(X, C) est fixé, on sait que pour p-presque tout point

1 n—1 )
x, la suite — Z f(T"(x)) converge vers [ f du. Ceci est donc vrai également p'-presque partout,
n
=0
Si on applique le théoreme de Birkhoff & ', on sait que pour p/-presque tout point x, la suite

1 n—1 )
— Y f(T"(x)) converge vers une fonction f* € L'(i/) et que [ f*dy’ = [ fdy'. Puisque f* est
n 4
1=0
la fonction constante [ f du, on obtient [ fdu = [ fdu'. O

COROLLAIRE 2.4.2 : Il existe au moins une mesure borélienne de probabilité invariante qui est
ergodique.

Preuve.  On sait qu’il existe des points extremaux (voir exercice 35). En fait Mp(X) est
I’adhérence des barycentres des points extrémaux. O

Remarque. Le théoreme de représentation de Choquet nous donne un résultat plus précis.
Pour toute mesure p € Mp(X), il existe une mesure borélienne de probabilité v, sur I'espace
M7(X) tel que I'ensemble E7(X) des mesures extrémales vérifie v, (E7(X)) = 1 et tel que pour

tout f € C(X,C) on a
/fdu:/MT(X) (/fd;/) (k).

La proposition qui suit est bien pratique et fait le lien entre théorie ergodique et dynamique
topologique.

PROPOSITITION 2.4.3 : SoitT : X — X une transformation continue d’un espace topologique

X. Supposons qu’il existe une mesure borélienne finie u invariante par T dont le support est X .
Alors:

i) T n'a pas de point errant ;

i)  si X est a base dénombrable, p presque tout point est positivement récurrent ;
iili) st p est ergodique alors T est positivement transitif.

iv)  si p est mélangeante alors T est topologiquement mélangeante.

Preuve. Le support de la mesure est le plus petit ensemble fermé dont le complémentaire est de
mesure nulle. Ainsi ce support est égal a X si et seulement si tout ensemble ouvert non vide est
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de mesure strictement positive. Le théoreme de récurrence de Poincaré nous dit donc qu’il n’y
a pas d’ensemble ouvert errant.

Pour montrer ii), considérons une base dénombrable (U;);cs de la topologie de X et pour tout
i € I, notons E; ’ensemble des points = € U; tels que T"(x) ¢ U; pour n assez grand. D’apres
le théoreme de récurrence de Poincaré, on sait que p(E;) = 0 et donc que p(U;cr Ei) = 0. Le
complémentaire ce ce dernier ensemble n’est rien d’autre que I’ensemble des points positivement
récurrents.

Pour montrer iii), considérons une partie ouverte non vide V' et notons Y l’ensemble des
points x dont 'orbite revient une infinité de fois dans V. C’est une partie invariante : elle vérifie
T=1(Y) = Y. Le théoréme de récurrence de Poincaré nous dit que u(V \ Y) = 0. Puisque le
support de p est égal & X, nous en déduisons que p(V') > 0 et donc que u(Y) > 0. Puisque p
est ergodique, nous savons que (X \ V) = 0. Le fait que le support de u est égal & X nous dit
donc que Y est dense. Nous en déduisons que (J,,~o 7 "(V), qui est ensemble des points dont
l'orbite revient au moins une fois dans V, est dense. Nous avons prouvé la transitivité positive
de T.

Enfin, pour montrer iv), considérons deux parties ouvertes non vides U et V. Puisque p est
mélangeante, on lim,, 1o UNT™ (V) = p(U)p(V') > 0. Par conséquent, si n est assez grand,
onaUNT™V) # (.

O

2.5 Exemples

Rotations du cercle.

On note ici B la tribu borélienne de T,  la mesure de Haar, et T la rotation d’angle a € T,
ona=a+2Z.

PROPOSITION 2.5.1 :  Le systéme dynamique (T, B, u,T;) est ergodique si et seulement si a ¢
Q/Z. Il n’est jamais mélangeant.

Preuve. Considérons f € L?(u) et développons cette fonction en série de Fourier

flz+Z)= Z e,
keZ
La série de Fourier de f o T est
f o Ta(l‘ + Z) — Z CkeinkaGQiﬂ'kz'
kEZ
L’invariance de f est caractérisée par les égalités, valables pour tout k € Z :

Cp = Ck62mka.

Sia ¢ Q, on obtient ¢ = 0 quand k # 0, ce qui implique que f est constante. Le systeme est
donc ergodique. Si a = p/q € Q, I'application f : x + €™ est invariante par T sans eétre
constante, le systeme n’est pas ergodique.

Considérons f : x4+ Z +— €% ™ et g : 2 + Z — e~ 2™ Remarquons que

(6 (o) =
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mais que la suite ([ f(goT™)dp),>, ne tend pas vers 0 car

/f(g o Tn) du — e—2i7ma‘

Le systeme n’est jamais mélangeant. O

Rotations du tore T".

Ce qui vient d’étre fait se généralise naturellement en dimension plus grande. On note ici B
la tribu borélienne de T7, x la mesure de Haar, et T la rotation d’angle @ € T, ot @ = a + Z"
et a = (ai,...,a,) €R".

PROPOSITION 2.5.2 :  Le systéme dynamique (T, B, 1, ;) est ergodique si et seulement si les
nombres réels 1, a1, ..., a, sont rationnellement indépendants. Il n’est jamais mélangeant.

Preuve Considérons une fonction f € L?(u) et développons-la en série de Fourier

f(x+Z’") _ Z cke%”<k7“”>.

keZr

La série de Fourier de f o T est

f o Ta@: + Zr) _ Z cke2i7r<k:,a>62i7r(k,x>.
kezr

L’invariance de f est cette fois ci caractérisée par les égalités, valables pour tout k € Z" :

cp = Ck€2i7r(k,a>.
Si les nombres 1, ai, ..., a, sont rationnellement indépendants, on aura ¢ = 0, si k # 0,
ce qui implique que f est constante. Si les nombres 1, a1, ..., a, ne sont pas rationnellement

indépendants, il existe k£ # 0 tel que (k,a) € Z. L’application f : x e2im(k:2) ogt invariante
par T sans étre constante, le systéme n’est pas ergodique.

Considérons f :x + Z" + €™ et g : &+ Z" — e~ 271 La-encore, nous avons

(/) (o) o

mais la suite ([ f(g o 7")dpu),~, ne tend pas vers 0 car

/f(g o Tn) dﬂ — 672i7rna1.
Le systeme n’est jamais mélangeant. O

COROLLAIRE 2.5.3 :  Si les nombres 1, aq,. .., a, sont rationnellement indépendants, alors T>
est minimal.

Preuve.  Puisque le support de p est T", les propositions 2.4.3 et 2.5.2 impliquent que T est
positivement transitif. Or, on a vu dans la proposition 1.5.11 que la transitivité impliquait la

minimalité. O
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Décalage de Bernouilli.

On se donne un alphabet fini A, on munit X = AN de la tribu borélienne (qui est donc
engendrée par les cylindres) et on considére le décalage de Bernouilli o.

PROPOSITION 2.5.4 :  Soit p la mesure produit définie par une famille (pg)aca de nombres
positifs tels que Y ,c 4 Pa = 1. Le systéme dynamique (X, B, 1, 0) est mélangeant.

Preuve. Remarquons que si C]1° et CZ‘? sont deux cylindres, ot w = (wq, ..., Wy-1) et w' =
(wp, ..., wl ), il existe N tels que les ensembles {ng,...,ng+m—1} et {n+ng,...,n+ny+
m’ — 1} sont disjoints si n > N. Par construction de u, on a

(0 A o™(CI9)) = p(Co)u(CL9).

w w

Pour tout cylindre C, I’ensemble des Z € B tels que
lim p(CNo"(Y)) =pu(C)u(2)

n——+oo

est une o-algebre qui contient les cylindres, c’est donc B tout entier. Ainsi, pour tout Z € B,
I’ensemble des Y € B tels que

lim (Y 1o (Z)) = u(Y)u(2)

n—-+4oo

contient tous les cylindres. Puisque c’est une g-algebre, c’est également B. a

PROPOSITION 2.5.5 :  Soit u la mesure de Markov définie par une matrice stochastique M et
un vecteur fize v. S’il existe une puissance de M dont les coefficients sont strictement positifs,
la mesure p est mélangeante.

Preuve. 1l faut montrer que pour tout Y et Z dans B, on a

lim (Y No"(2)) = p(Y)u(Z).

n——+o0o

Pour les raisons expliquées dans la preuve du lemme précédent, il suffit de prouver que

lim p(CI0 N o™ (C)) = p(Clo)u(C9)

n—-+o0o w w

/
. n, . N
si Cpo et C9 sont deux cylindres, ot w = (wo, . .., Wp—1) et w' = (wy, ..., W, _4).

Pour tout n > 1, écrivons M" = (M];); ;. Si n > m — 1+ ng — ng, alors

m—2 m’'—1
!
) —n /o) . L. . .
:U'(Cw No (Cw’)) - E : Vg (H ka,wkH) Mwm—hhMllﬂz s Mln/,lﬂn/Min/,w(’) H waﬁ,w;ﬁl
i1y k=0 k=0

m—2 m’'—1
o n'4+1
= Uy H ka,wkﬂ Mwm_l,wE) H Mw;€7w§€+1 ’

k=0 k=0

oun’ =n—m—ng+ng, et donc

m—2 m/—1
HE?OOM<C$0“U‘”<CZ9>>=%(Hka,le)”wa [1 Mupup,, | = n(CIR(CLD),
k=0 k=0
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car on a vu précédemment que limy, o0 M

0 = Y5 H

Remarque L’équivalent des propositions 2.5.4 et 2.5.5 est vrai pour le décalage bilatéral.

Endomorphismes linéaires de T.
Remarquons la conséquence suivante de la proposition 2.1.1. :

PROPOSITION 2.5.6 : Le systéme dynamique (T,B,u,T), ot p est la mesure de Haar, et
T :Zw— px, p>2, est mélangeant.

Preuve. Nous avons vu dans la proposition 2.1.1 qu’il était conjugué au décalage de Bernoulli
sur {0,...,p — 13N muni de la mesure équidistribuée. 0

Endomorphismes linéaires de T".

Nous allons généraliser le dernier résultat en dimension plus grande. On se donne une ap-
plication linéaire A : R"™ — R” dont la matrice dans la base canonique de R" est & coefficients
entiers et on note A : T" — T7 I’endomorphisme de T" associé. Rappelons que si det A # 0,
alors T préserve la mesure de Haar.

PROPOSITION 2.5.7 :  Supposons que det A # 0. Le systeme dynamique (T", B, p, ﬁ) est er-
godique si et seulement si les valeurs propres de A ne sont pas racines de l'unité. Dans ce cas,
il est mélangeant.

Preuve.  Considérons une fonction f € L?(u) et développons-la en série de Fourier

x_‘_zr Z Cr eQm‘(kx
keZr

La série de Fourier de f o A est

(At
fOA x + Zr Z Cr 62171' (k,Az) Z cke2m(A k,z>.
keZr keZr

L’invariance de f est donc caractérisée par les égalités, valables pour tout k € Z" :

Ck = CAt-

Dans le cas ou les valeurs propres de A ne sont pas racines de l'unité, il en est de méme des
valeurs propres de A’ et donc, si k # 0, les indices (A%)"k, sont tous distincts. Ainsi, si f est
invariante et si k est non nul, on aura ¢ = c(aeyny €t 32,51 \C(At)nk|2 < +00. Ceci n’est possible
que si ¢ = 0. La fonction f est donc constante, le systeme est ergodique.

Dans le cas ou I'une au moins des valeurs propres de A est racine de I'unité, il existe n > 1
tel que (AY)™ — Idgr n'est pas inversible. Ceci implique qu’il existe & € Z" non nul tel que
(AY)"k = k. La fonction

n—1
f 47— Z eQiﬂ'(k,ij>
=0

est invariante par A sans étre constante, le systéme n’est pas ergodique
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Revenons au cas ol les valeurs propres de A ne sont pas racines de l'unité. Fixons k et &’
dans Z" \ {0} et considérons

f ::B+ZT»—>e<k’I>, g N AUt

Remarquons que - t
fla4+Z")(go A"(x 4+ Z")) = ek+(A)"EK z)

Il existe au plus une valeur de n telle que k + (A%)"k’ # 0. Ceci implique que

ngrfoo/f(goT")du:OZ (/fdu> (/gdu>-
ngrfoo/f(goT”)du: (/fdu) (/gdu>

étant évidemment vraie si f ou g est constante, elle est vraie pour tout couple de polynoémes
trigonométriques. Par densité des polynémes trigonométriques dans L?(), on montre, comme
dans la preuve de la proposition 2.3.5, que I’égalité

ngrfoo/f(goT”)du= (/fdu) (/gdu>

est vraie pour tout couple de fonctions dans L?(u). Le systéme est bien mélangeant. o

L égalité
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CHAPITRE 3 : ENTROPIE TOPOLOGIQUE

Nous allons associer & toute application continue 7" : X — X définie sur un espace
topologique compact X une quantité h(7T) € [0, +oc], invariante par conjugaison, qui mesure
le désordre de la dynamique. Cet invariant, [’entropie topologique, a été introduit par Adler,
Konheim et McAndrew en 1965, par analogie avec I’entropie métrique de Kolmogorov et Sinai,
définie auparavant dans le cadre des systemes dynamiques mesurés.

3.1 Entropie relative & un recouvrement

Rappelons qu’'un recouvrement ouvert d’un espace topologique X est une famille U = (U;);er
de parties ouvertes telle que X = (J;c; U;. Si U est une partie ouverte de X, on écrira U € U
s'il existe ¢ € I tel que U = U;. On dira que le recouvrement V = (V})jes est plus fin que U si
pour tout j € J, il existe ¢ € I tel que V; C U;, on écrira alors &Y = V. Un cas particulier est
la cas ou V est un sous-recouvrement de U: pour tout j € J, il existe 7 € I tel que V; = U;. La
relation < est un pré-ordre et on notera ~ la relation d’équivalence associée : U ~ V sild XV
et V < U. Par exemple, si la topologie est induite par une distance d, et si € > 0 est donné, les
recouvrements

U= (B(xvg))zEX V= (B(QS‘, a))zGX,O<a§5
sont équivalents.

Si (Z/{j)lgjgn est une famille finie de recouvrements ouverts de X, ot U7 = (Uf)z-e]j, on peut
définir le recouvrement

n
\/ U=Uin...n Uit )(ir,in)ET1 X oo X I -
j=1

Il est plus fin que tous les 7. Remarquons que si (V?)1<;<;, est une famille finie de recouvrements
ouverts de X et si Y <V’ pour tout j € {1,...n}, alors \/7_; U/ < \/7_; V7.

Si H : Y — X est une application continue entre deux espaces topologiques et sild = (U;)cr
est un recouvrement ouvert de X, on peut définir le recouvrement H (i) = (H1(U;))ics de
Y. On a bien évidemment :

- H (Vi W) = Vi HL )
- U=V = HYU)=H (V).
Si X est compact, tout recouvrement ouvert I admet un sous-recouvrement fini. On notera
alors N (U) le plus petit cardinal des sous-recouvrements finis. Remarquons que :
- N(U) =1siet seulement si X € U ;
- UV =NU)<NYV);
- U~V = NU)=NV);
- N (Vi W) < TTy N).
De plus, si H : X — Y est une application continue entre deux espaces topologiques
compacts, alors pour tout recouvrement ouvert &/ de Y, on a :

- N(TTHU)) < NU);
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- N(T7YU)) = N(U) si T est surjective.
En effet, si V est un sous-recouvrement fini de U, alors T~1()) est un sous-recouvrement fini

de T=Y(U) de méme cardinal. De plus, dans le cas ot f est surjective, si V est une sous-famille
finie de U, telle que T~1(V) soit un recouvrement de X, alors V est un recouvrement de Y.

On supposera dorénavant que X est compact et que T' : M — M est continue. Enon(;ons
maintenant le résultat fondamental suivant :

PROPOSITION 3.1.1 :  Pour tout recouvrement ouvert U de X, la suite

%m (N (n_lTi(u)»
=0

converge. Sa limite h(T,U) est I'entropie topologique de T' relativement & U, elle vérifie :

0 < h(T,U) < In(NU)).

Preuve. Remarquons que la suite (up)p>1, ot up, = N (V?;OI T _i(Z/I)), est sous-multiplicative,
elle vérifie upym < Upty,. En effet,

n+m—1 ]
Upim = N < \/ T_Z(Z/l)>
=0

(g (i)
e i) (3 0)

< UpUpy,.

Posant v, = In(uy,,), on obtient une suite (vy)n>1 qui est donc sous-additive et positive. On sait
alors que la suite (%*),>1 converge et que

v
0< lim —= <w.
n—+oo N
En effet, fixons p > 1. Pour tout n > p, notons n = kp + r la division euclidienne de n par p et
remarquons que
Ulgvkp"i_vT S%‘FULS%_‘_UL
n n kp n P n
Ceci implique que
v v
limsup —* < 2 (< vy),
n—+oo N
et donc que

. v . (% .. (%
hmsup—n < inf £ < liminf 2.
n—+oco N p>1 p n—+oo n

Enoncons maintenant les propriétés principales de ’entropie relative a un recouvrement.
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PROPOSITION 3.1.2 :  On a les résultats suivants :

i) U=V = h(T,U) <h(T,V) ;

ii) A(T,U) = h(T,\V"o T~ U)) pour tout m >0 ;

iii) AT, VI T U)) = mh(T,U) pour tout m > 1 ;

iv) h(T Y U)=hT,U) si T est un homéomorphisme ;

v) WT,U)=hT, T~ YU)) = KT, TU)) si T est un homéomorphisme.

Preuve. L’assertion i) découle immédiatement de I'inégalité

N (71\_/1 T"'<u>> <N (71\_/1 T"'<V>) ,
1=0

=0

conséquence de

n—1 n—1
V17w =\ T (V).
=0 =0

Pour montrer ii), posons V = /7", T~4(U) et remarquons d’abord que

m+4n—1 n—1

\V T~ T(W),
i=0 i
ce qui implique que

WMT,U) = lim

1 m+n—1 .
(v (V) )
= lim i (N <n\/1 T’(V))) = h(T,V).
=0

n—+oon+mmn

L’assertion iii) se déduit de 1’égalité

nm—1

n—1 ) m—1 ) )
\VAV A ( \/ T‘Z(Z/{)> = \/ T7'WU).
=0 =0 =0

Pour montrer iv) remarquons que

V()= (Vo)) - (V)

=0

V(Y)Y )

V(e )= x (Y rw)
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N (\/ Tﬂ'(T*(M)))
1=0

et

N ("\_/ T—"<T<u>>>
1=0



3.2 Entropie topologique

L’entropie topologique h(T') € [0, +0o0] est, par définition, le supremum des entropies relatives
a des recouvrements :

h(T) = sup{h(T,U), U recouvrement ouvert de X}.
Enongons les propriétés principales :
PropPOSITION 3.2.1 :  On a les propriétés suivantes :
i) h(ldx) =0 ;
if) R(T™) =nh(T), pour tout n >0 ;
iii) si T est un homéomorphisme, alors h(T*) = |k|h(T), pour tout k € Z ;
iv) siS Y =Y estun facteur de T, alors h(S) < h(T) ;
v) siS Y =Y est conjugué a T, alors h(S) = h(T) ;
vi) s Y C X est fermé et positivement invariant, alors h(T|y) < h(T).
Preuve. Sild est un recouvrement ouvert de X, alors pour tout entier n > 1, on a \/?:_01 Id)_(i Uy ~
U, ce qui bien stur implique i).

Pour montrer ii) dans le cas ou n > 1 (dans le cas ou n = 0 ce n’est rien d’autre que i))
remarquons que pour tout recouvrement ouvert U, on a

R(T™U) < h (T”,n\/l T‘%U)) = nh(T,U),
=0

ce qui implique
h(T™,U) < nh(T), nh(T,U) < h(T"),

et donc
h(T") < nh(T), nh(T) < h(T™)

en passant aux supremums.
L’assertion iii) se déduit immédiatement de I’égalité h(T,U) = h(T~1,U).

Pour prouver iv), considérons une semi-conjugaison H : X — Y entre T et S. Pour tout
recouvrement ouvert I de Y, et tout entier n > 1, on a

n—1 n—1
H! (\/ s-%m) = \/ T7'(H'(U))
i=0 i=0
ce qui implique, puisque H est surjective, que
n—1 ) n—1 ) n—1 )
N <\/ S’(U)) =N (Hl (\/ Sl(U))) =N <\/ T’(Hl(U))>
i=0 i=0 i=0
On en déduit que

h(S,U) = h(T,H (U)) < h(T),

puis en passant au supremum que h(S) < H(T'). On en déduit alors immédiatement iv).
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Pour prouver vi) considérons un recouvrement ouvert V = (V;);cr de Y. Pour tout i € I, on
peut choisir une partie ouverte U; de X telle que V; = Y NU;. Si on ajoute X \ 'Y a cette famille,
on obtient un recouvrement ouvert U/ de X. Remarquons maintenant que

n—1 n—1

N (\/ (Tly)™" (V)) <N <\/ T‘Z(Z/{)) .
i=0 i=0

En effet, puisque T(Y) C Y, on sait qu’aucun des ensembles T~¢(X \ Y) ne rencontre Y. Ceci

implique que pour tout sous-recouvrement fini U de \/?:_01 T=4U), tout élément non vide de

Y NU', U €U, appartient & /=5 (T]y)~" (V). On en déduit que

hT|y,V) < h(T,U) < h(T),

puis en passant au supremum que h(T'|y) < h(T). O

3.3 Recouvrement générateur

Il est bien sur difficile de calculer I’entropie topologique & partir de la définition abstraite
précédente. Nous verrons dans ce paragraphe qu’on peut se restreindre & certains recouvrements.
Nous dirons qu’une famille (Y%)qec 4 de recouvrements ouverts est une famille génératrice si, pour
tout recouvrement ouvert U, il existe o € A tel que U < U®. Nous avons bien évidemment :

PROPOSITION 3.3.1 :  Si (UY)nca est une famille génératrice de recouvrements ouverts, alors

h(T) = sup h(T,U*).
a€cA

Un exemple simple de famille génératrice est donné par les recouvrements finis, un autre
exemple est donné, dans le cas ot X est un espace métrique, par la famille (U)e~g, ot U =
(B(z,€))zex est le recouvrement par les boules de rayon e. Le caractere générateur de cette
famille n’est rien d’autre que le lemme de recouvrement de Lebesgue : pour tout recouvrement
ouvert U, il existe € > 0 tel que toute boule B(x,e) est contenue dans une partie ouverte U € U.
Remarquons que la fonction € — h(T,U?) est décroissante et donc que

h(T) =sup h(T,U%) = lim h(T,U").
e>0 e—=0t
Dans le cas d’un espace métrique, on peut donner une caractérisation des familles génératrices,
grace au lemme de recouvrement de Lebesgue. Définissons le diametre d’un recouvrement U :

diam(U) = sup diam(U),
veld

diam(U) = sup d(z,y).
zeU,yeU
Supposons maintenant que (un)nZI est une suite croissante de recouvrements ouverts, c’est-a-
dire une suite vérifiant U, = Uy,11, pour tout n > 0. Dans le cas d’un espace métrique, cette
suite est génératrice si et seulement si lim diam(Y,) = 0. Dans ce cas, on a

n—-+00

WT) = lim h(T,U,).

n——+o0o
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Dans de nombreux exemples, une suite génératrice peut étre définie a partir d’un seul recou-
vrement. Plus précisément, si T' est une transformation continue d’un espace topologique com-
pact X, on dira qu'un recouvrement ouvert U de X est un recouvrement générateur si la suite
(\/?:_01 T*i(l/{))n>1 est génératrice.

PROPOSITION 3.3.2 :  Soit T une transformation continue d’un espace topologique compact X .
S’il existe un recouvrement générateur U, alors

WT) = WT,U) < +co.

Preuve. On a

n—-+o0o

h(T)= lim h(T,n\_/lT*i(U)):h(T,U).
=0
O

La remarque précédente sur la famille (U4¢).~( va nous permettre de donner, dans le cas d’une
transformation continue 7' d’un espace métrique compact (X, d), une définition alternative de
I’entropie topologique, définition due de facon indépendante & Bowen et Dinaburg. Définissons,
pour tout entier n > 1, une distance d,, topologiquement équivalente a d, en posant :

J— 7 7

dn(z,y) = max d(I"(z),T"(y)),
et notons B, (x,¢) la boule ouverte de rayon ¢ et de centre x. Soit € > 0 et n > 1. On dira
qu'un ensemble fini S C X est (n,e)-séparé si, pour tous points = et y de S, on a d,(x,y) > ¢.
De méme, on dira qu'un ensemble fini R C X est (n,e)-couvrant si, pour tout z € X, il
existe y € R tel que dp(z,y) < . On notera alors s(n, ) le plus grand cardinal des ensembles
(n,e)-séparés et r(n,e) le plus petit cardinal des ensembles (n,e)-couvrants. Enfin, on écrira
N(n,e) =N (\/?:_01 T~ U* )) Ces nombres sont naturellement liés, comme ’exprime le résultat
suivant :

ProprosIiTION 3.3.3: On a

Preuve. Pour montrer la premiére inégalité, choisissons un ensemble R de cardinal r(n,€) qui est
(n,e)-couvrant. Les boules By, (7, ), z € R, recouvrent X et appartiennent toutes a \/?-) T~ (U%).
Pour montrer la seconde inégalité, remarquons qu’un ensemble (n, )-séparé S de cardinal max-
imal s(n, ) est nécessairement (n,e)-couvrant. Enfin, pour montrer la derniere égalité, remar-
quons qu’une partie U € \/?:_01 T=4U %) contient au plus un élément de S. O
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COROLLAIRE 3.3.4: On a

R(T) = lim lim llnN(n,zs)

e—>0n—+ocon

1
= lim limsup — Inr(n, ¢)
€20 nstoo N

1
= lim lim sup — In s(n, €)
e—0 n—+oo N

1
= lim lim inf — Inr(n, ¢)
e—=0n—+oo n

1
= lim lim inf — In s(n, €).
e—>0n—+oco n

Preuve. L’égalité
1
hMT)=1lim lim —InN(n,¢)

e—>0n—+ocon
est une conséquence, vue plus haut, du caractere générateur de la famille (U®).~q. L’égalité
analogue, out 'on remplace N (n,¢) par r(n,e) ou s(n,e) n’est pas nécessairement vraie, car rien
1
ne dit que les suites ( In s(n, 5)) et | —Inr(n,e) convergent. Cependant, la proposition
n

n>1 n n>1
précédente permet d’obtenir les quatre derniéres égalités. O

COROLLAIRE 3.3.5 : SiT : X — X est lipschitzienne de rapport 1, ¢’est-a-dire si d(T'(z), T (y)) <
d(x,y) pour tous x, y dans X, alors h(T) = 0.

Preuve. 11 suffit de remarquer que la distance d,, coincide avec la distance d, et que les entiers
r(n,e) et s(n,e) sont donc indépendants de n. O

3.4. Exemples

i) Le décalage de Bernouilli unilatéral :

Notons
o AN 5 AN

(Tn)n>0 = (Tng1)n>0

le décalage de Bernouilli, o1 A est un alphabet fini de cardinal p > 2. Le recouvrement U =

(Us)aca formé des p cylindres U, = {x = (zp)n>0 € AN|zg = a} est générateur. En effet,
le recouvrement \/?~;' 0~/ (U) est formé des cylindres & base {0,...,n — 1}. On a p" cylindres
disjoints dont les diametres tendent vers 0 quand n — —+o00, pour la distance d, introduite dans

le premier chapitre. Ainsi, on a
1 n—1 ) 1
h(T)=h(T,U)= lim —In (N <\/ al(u)>> = lim —Inp"” =Inp.

n—+oo n i—0 n—+oo n
1=

ii) Le décalage de Bernouilli bilatéral :
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Notons
o AZ 5 A%
(zr)kez — (Thg1)kez

le décalage de Bernouilli, ot A est un alphabet fini de cardinal p > 2. On pourrait montrer qu’il
n’y pas de recouvrement générateur (au sens donné plus haut). Cependant si on considere le
recouvrement U = (Uy,)qea formé des p cylindres U, = {x € A%|xg = a}, on peut remarquer
que la famille ( o U ))n>0 est génératrice. Ainsi

1=0

n—1 2n—2
ho)= lim h(a, V a—i<u>) anrfooh<a, v o_i(u)> o) = Inp.

iii) Endomorphismes linéaires de T*!.

On considere I'application T : & — pzx sur le cercle T! = R/Z, ou

p| > 2. On va montrer

que
h(T) =In|p|.

Puisque h(T?) = 2h(T) et puisque T?%(z) = p?z, il suffit d’étudier le cas ot p > 2. On pourrait

montrer que T est un facteur du décalage unilatéral sur {1,...,p}" et donc que h(T) < Inp

. Pour prouver que h(T) = Inp il suffit de trouver un recouvrement U tel que hA(T,U) > Inp.

Considérons un recouvrement U par des intervalles ouverts I de diametre constant § < P
p
Pour tout I € U, 'ensemble T~(I) est la réunion de p intervalles de longueur % separés par
1-d
P

des intervalles de longueur 1775 . Puisque § < on sait que pour tout intervalle I’ € U

I'ensemble I’ N T~1(I) est un intervalle (éventuellement vide) de longueur < g. Ainsi on a
diamUVT~H(U)) < %. Le méme argument nous dit que UVT~H(U)VT~2(U) est un recouvrement

par des intervalles de longueur < ]% et plus généralement que \/?:_01 T~4(U) est un recouvrement
par intervalles et que

n—1 ] 5
diam (\/ T%M)) < — .

i=0 p

On en déduit que U est un recouvrement générateur et que h(7T") = h(T,U). Remarquons main-
tenant que

n—1
N (\/ Ti(Z/{)) > 5>y,
=0

et donc que h(T,U) > Inp.
On peut éviter d’utiliser le fait que T est un facteur du décalage de Bernouilli en remarquant
que U peut étre choisi de telle fagon que N(U) = p+ 2. Ainsi a t-on

Inp <h(T)=h(T,U) <InNU) =1In(p+2).
En appliquant ce qui précede a chaque 7", » > 1, on obtient que
Inp" < h(T") =rh(T) <In(p" + 2)

et donc que h(T) = lnp.
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EXERCICES

Chapitre 1

Exercice 1

Soit T : X — X une application définie sur un ensemble X. On dira que x € X est
prépériodique si x n’est pas périodique et s’il existe des entiers n’ > n > 0 tels que T' n/ (x) =
T"(x).

1) Donner un exemple d’application ayant un point prépériodique. Peut-on trouver un exemple
bijectif ?

2)  Montrer que si X est fini, tout point est périodique ou prépériodique.
Exercice 2
Soit G' un groupe et p un nombre premier. On note X = {(z1,...2,) € GP| x1...2, = 1}.

1) Montrer que 'on définit bien une bijection T': X — X en posant

T(x1,...,xp) = (x2,...,2p, T1).

2)  Montrer que tout point de X est fixe ou périodique de période p.
3) Montrer que tout groupe fini dont 'ordre est multiple de p contient un point d’ordre p.
Exercice 3

Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace topologique compact X.
1) Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :

- le point z est périodique ou presque périodique ;
- lorbite de x est fermée.

On commencera par le cas ou T est un homéomorphisme.
2) Le résultat est-il encore vrai si X n’est pas compact ?

Exercice 4
Déterminer, suivant les valeurs de xy € R, les ensembles a(zg) et w(xg) quand

T - R—R

Tz

Exercice 5

Montrer que si X est un espace métrique compact et 7' : X — X une application continue,
alors pour tout z € X, on a T(w(x)) = w(z). Montrer sur un exemple que la compacité est
nécessaire pour avoir 1’égalité.
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Exercice 6
Donner un exemple de systéeme dynamique topologique (X, T') tel que 'ensemble des points
positivement récurrents n’est pas fermé.

Exercice 7

Soit (X, d) un espace métrique et 7' : X — X une application continue. On dira que x € X
est récurrent par chaine si, pour tout € > 0 il existe un entier n > 1 et une suite (x)o<k<n
vérifiant xy = z, = x et telle que pour tout k& € {0,...,n — 1}, on ait d(zkr1,T(zx)) < €.
Montrer que tout point non errant est récurrent par chaine. Dans le cas ou X est compact,
montrer que l'ensemble Rece, (T') des points récurrents par chaine est positivement invariant.

Exercice 8
On dira qu’une transformation continue f : R — R reléve une transformation continue
F : T — Tsipourtout z € R,ona F(x+Z) = f(x) + Z.

1) Montrer que si f releve F, les autre applications qui relevent F' vérifient f = g + k, ou k
est un entier.

2)  Montrer qu'il existe un entier p tel que pour tout x € R, on a f(x + 1) = f(z) + p. Cet
entier s’appelle le degré de F.

3) Montrer que F' a au moins p — 1 points fixes.

4) En déduire une minoration de

lim inf log (RFIx(F™)) ,
n—-+4oo n

ou #Fix(F™) est le nombre de points fixes de F".
5) Dans le cas ou f est dérivable et vérifie f'(z) > 1, pour tout x € R, calculer §Fix(F™).

6) On note £ 'ensemble des applications continues h : R — R telles que h(x + 1) = h(x) + 1
pour tout = € R. Pour tout h € £ on définit une application ®(h) : R — R par :

Montrer que ®(h) appartient a &, puis que ¢ : £ — £ a un unique point fixe hy. Expliquer
pourquoi hg releve une application continue Hy : T — T de degré 1, puis prouver que Hy est
une semi-conjugaison entre F' et ’endomorphisme linéaire F, : T — pZ.

7)  On garde les hypotheéses de la question précédente mais on suppose de plus que f est de
classe C1 et que f/(x) > 1, pour tout x € R. On note £ I’ensemble des applications h € £ qui
sont croissantes. Pour tout h € £ on définit une application ¥(h) : R — R par :

U(h)(x) = f~ (h(pz)).
Prouvez que W(h) appartient a £ et que lapplication ¥ : & — £ a un unique point fixe

h1. Expliquer pourquoi hi est injective et releve un homéomorphisme H; : T — T de degré 1.
Montrez que F' et F, sont conjugués.
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Exercice 9
Soit T : X — X une transformation continue positivement transitive. Montrer que tout
point est non errant.

Exercice 10
Soit T' un homéomorphisme transitif d’un espace topologique séparé X sans point isolé.
1) Montrer qu'il n’y a pas de point errant;

2)  En déduire que pour toute partie ouverte V, les ensembles W = (50T (V) et T(W)
ont méme adhérence.

3) Montrer que T' est positivement transitif.

Exercice 11
Soit F': T — T I’homéomorphisme de T relevé par f: R — R, ou

{f(:v):ac2 six €[0,1],
f(x+1)= f(x)+1 pour tout z € R.

Si & # 0, que peut-on dire de a(Z) et w(F) ? Prouver que la restriction de F & O(Z) est un
homéomorphisme transitif mais pas positivement transitif.

Exercice 12

Soit X un espace de Baire & base dénombrable et (7;);c; une famille dénombrable d’applications
continues sur X positivement transitives. Montrer qu’il existe x € X tel que wr,(x) = X pour
tout ¢ € 1.

Exercice 13

Soit X un espace topologique compact. Montrer qu’une application continue 7' : X — X est
positivement minimale si et seulement si, pour toute partie ouverte non vide V, il existe N > 0
tel que Up<,<ny T7"(V) = X.

Exercice 14
Montrer que si T est un homéomorphisme d’un espace topologique compact, il existe un
point qui est positivement et négativement récurrent.

Exercice 15
Soient T': X — X et S : Y — Y deux transformations continues sur des espaces topologiques

X et Y. On définit
TxS: XxY—>XxY

(2,9) = (T(2), S(y))
1) SiT et S sont positivement transitifs, en est-il toujours de méme de 7' x S 7
2) SiT et S sont topologiquement mélangeants, en est-il toujours de méme de 7' x S 7
3) SiT et S sont positivement minimaux, en est-il toujours de méme de 7" x S 7
Exercice 16

Soit A un alphabet fini. Donner un exemple explicite d’homéomorphisme entre les ensembles
de Cantor AN et AZ.
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Exercice 17
Soit A un alphabet fini. Montrer que si a # o/, les distances d,, et d, définies en section 1.5
sur AN ne sont pas équivalentes.

Exercice 18
1) Donner un exemple explicite de point de {0, 1}N dont l'orbite positive est dense par le
décalage de Bernouilli.

2)  Donner un exemple explicite de point de {0,1}% dont les orbites positives et négatives sont
denses par le décalage de Bernouilli.

3) Construire un point positivement récurrent mais pas négativement récurrent du décalage
de Bernouilli sur {0, 1}Z. Montrer que I'ensemble des points vérifiant cette propriété est dense.
Est-il résiduel ?

4)  Montrer que si z¥ et 2! sont deux points fixes du décalage Bernouilli sur A%, ot A est un
alphabet fini, il existe un point z tel que limg_, o 0¥ (2) = 20 et limy_, 4 o0 ¥ (z) = 2! .

Exercice 19

Soit T une rotation de T et o le décalage de Bernouilli sur {0, 1}Z. Montrer que o n’est pas
un facteur de T et que T n’est pas un facteur de 0. Méme question en remplagant 7" par une
rotation de T".

Exercice 20

Montrer que si p > 2, I’espace topologique {1,...,p}% ne peut pas étre muni d'une distance
d qui est invariante par le décalage de Bernouilli, ¢’est-a-dire telle que d(o(x),o(2')) = d(x,2’),
pour tout = et 2’ dans {1,...,p}%.

Exercice 21

On suppose ici que o est le décalage de Bernouilli sur {1, . .. ,p}N et que F' est I’endomorphisme
Z — px sur T. On rappelle que le second systéeme dynamique est un facteur du premier et que
o™ et F™ ont respectivement p" et p™ — 1 points fixes. Pouvez vous expliquez ce dernier fait.

Exercice 22
Soit A I’endomorphisme linéaire de R? dont la matrice dans la base canonique est

2 1
11
et A 'endomorphisme de T? associé. Calculer

lim Lln (tFix(A™)).

n—+oo n

Exercice 23
Montrer que ’application

H :{0,1}N =T

= 2Ty,

T = gn+1
n=0

+7Z
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est un homéomorphisme entre {0, 1}N et une partie fermée K C T invariante par F': T — 4%
et que H induit une conjugaison entre o : {0, 1}N — {0, 1}N et F|g.

Exercice 24
Montrer que 'application

H :{0,1}N =T
2:1:n
T Z 3n+1

est une semi-conjugaison du décalage o : {0,1}N — {0,1}N sur F|x ou K est une partie
compacte invariante par F': Z — 3Z. Comparer le nombre de points périodiques.

Exercice 25
(Un exemple de sous-décalage de type fini) Soit X C {0, 1}Z I’ensemble des suites n’ayant
pas deux 0 consécutifs.

1) Montrer que X est une partie fermée invariante par le décalage o : {0,1}% — {0, 1}2.
2)  Montrer que X est homéomorphe & {0,1}%.

3) Expliquer pourquoi o|x n’est pas conjugué a o.

4) Montrer que o|x est positivement mélangeante.

5) Montrer que les points périodiques de o|x sont denses dans X.

6) Pouri,j dans {0,1} et n > 0, notons u;; le nombre de mots de longueur n+1 qui peuvent
apparaitre dans les suites € X.Trouver des relations de récurrence définissons les (u )nZO
puis déterminer ces suites.

7) Calculer
lim L log (¢Fix (o] )™)

n—-+oo n

Exercice 26
Fixons p > 2 et définissons I'ensemble X, C {—1, 1}Z des suites x telles que

n
>

k=m

n>m= <p.

Montrer que X est une partie fermée invariante par le décalage o : {—1,1}% — {—1,1}2.
Prouver que o|x est positivement transitif mais pas positivement topologiquement mélangeante.

Exercice 27
Montrer qu’il existe un entier n > 0 tel que 2™ = 123456789.......

Exercice 28
Soit (X, d) un espace métrique compact. On note Homeo(X ) ’ensemble des homéomorphismes
de X, et pour tout f et g dans Homeo(X) on pose

D(f,g) = max(maxd(f(z), g(x)), maxd(f~ Hz), 97 (2))).

zeX
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1) Montrer que D définit une distance sur Homeo(X) et que ’espace métrique (Homeo(X), D)
est complet.

2) Ondira que f € Homeo(X) est rigide si Idx est valeur d’adhérence de la suite (f™),>0 dans
(Homeo(X), D). Un tel homéomorphisme peut il étre transitif 7 topologiquement mélangeant ?

3) Le décalage de Bernouilli sur {1,...,p}? est-il rigide ?
4)  Une rotation de T" est-elle rigide ?
5) Sous quelles conditions un automorphisme linéaire de T" est-il rigide 7

Exercice 29

(Théoréme de Gottshalk-Hedlund) Soit T' un homéomorphisme minimal d’un espace topologique
compact X. On se donne une application continue ¢ : X — R et on définit pour tout n > 1,
I'application ¢, = 3>, ¢ o T*. On veut prouver que les propriétés suivantes sont équivalentes

i) pour tout z € X, la suite (¢n(z))n>0 est bornée ;
ii) il existe zp € X tel que la suite (@, (x0))n>0 est bornée ;

iii) il existe une fonction continue ¢» : X — R telle que ¢ =9 o T — ).
On va commencer par prouver que ii) implique iii). On suppose que ii) est vérifiée et on
définit
F:XxR—=-XxR
(z.y) = (T(x),y + ¢(x))

1) Montrer que F' est un homéomorphisme qui commute avec

Gy, : X xR—> X xR
(z,y) = (z,y+a)

2) Montrer que 'ensemble w-limite de zg = (x9,0) (pour F) est une partie compacte non vide
qui contient un ensemble invariant minimal compact Z.

3) En utilisant 1), montrer que la projection
pr X xR—=>X
(z,y) ==
est injective sur Zj.
4) Expliquer pourquoi la projection de Zj par p; est X.
5) Montrer que iii) est vérifiée.

6) Montrer ’équivalence entre i), ii) et iii).

Exercice 30

1) Soit 7" un homéomorphisme transitif d'un espace topologique compact X et ¢ : X — R
une application continue. On suppose que ¥ est une solution continue de I’équation ¢ = Yol —1).
Quelles sont les autres solutions ?
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2) Donner un exemple d’un homéomorphisme transitif 7' sur un ensemble compact X et d’une
fonction continue ¢ : X — R qui vérifie la propriété i) de l'exercice 27 mais pas la propriété
iii).

3) Donner un exemple d’'un homéomorphisme positivement transitif 7' sur un ensemble com-
pact X et d’une fonction continue ¢ : X — R qui vérifie la propriété i) de l'exercice 27 mais
pas la propriété iii).

Exercice 31

Soit T" un homéomorphisme d’un espace métrique compact X et ¢ : X — R une application
continue Prouver que si A € R\ {—1,1}, I"équation ¢ = Ap o T' — 7 a une unique solution
continue.

Exercice 32
Fixons a ¢ Q/Z et considérons la rotation,

T-:T T
T—T+a

1) Soit ¢ : T — R une application continue telle que I’équation ¢ = 1) o T>; — ) a une solution
continue. Montrer que [ @du =0, ot p est la mesure de Haar.

-~

2)  Montrer que pour tout entier ¢ > 1, il existe un entier ¢’ € {1,...,q} tel que cj(q’ii, 0) <

En déduire qu’il existe une suite (g, )n>0 telle que d(qna,0) < q%'

1
e

3) A Taide des séries de Fourier, construire une fonction continue ¢ T — R vérifiant
Jpdu =0, et telle que 'équation ¢ = 1 oI5 — 9 n’a pas de solution continue.

Exercice 33

Soit (X, d) un espace métrique compact et T : X — X une application continue. On rap-
pelle que M désigne ’ensemble des mesures de probabilité boréliennes invariantes et C'(X,R)
Pespace des fonctions continues f : X — R. On dira que f € C(X,R) est un cobord s’il existe
he C(X,R) tel que f = hoT —h. On dira que f € C(X,R) et g € C(X,R) sont cohomologues
si f — g est un cobord. Dans ce cas, on écrira f ~ g.

1) Expliquer pourquoi ~ est une relation d’équivalence sur C(X,R) et montrer que [ fdu =
J gdp pour tout p € Mp(X) si f~g.

1n 1 )
2) Soit f € C(X,R) et n > 1. Montrer que f ~ S,(f) = — Z foT".
n 4
3) En déduire que f € C(X,R) est cohomologue a une fonction strictement positive g €
C(X,R) si et seulement si [ fdu > 0 pour tout p € Mp(X).
4) Montrer que f € C(X,R) est une limite uniforme de cobords si et seulement si [ fdu =0

pour tout p € Mp(X).

Exercice 34
Soit X un espace métrique compact et (f;);>0 une suite d’applications continues différentes
de la fonction constante égale a 0, qui est dense dans C(X, C). Pour tout L et L’ on pose

L L/ Z |L fz L/(fz)|

)
= ‘N fill
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ot || fill = sup,ex |fi(w)].

1) Expliquer pourquoi d est une distance sur C(X, C)* et pourquoi la topologie associée est
la topologie faible*.

2)  Montrer que la boule unité {L € C(X,C)*||L|] < 1} est compacte pour la topologie
faible*.

Exercice 35

Soit T' : X — X une application définie sur un espace métrique compact X. On va donner
une preuve de ’existence d’une mesure de probabilité invariante extremale, c’est-a-dire d’une
mesure p € Mrp(X) telle que si = tuo + (1 —t)p1, avec po € Mp(X), p1 € Mr(X) et t €]0, 1],
alors o = 1. Soit (fi)i>o une suite dense dans C(X, C).

1) Expliquer pourquoi ’ensemble

MOZ{MGMT(X)’/deM: sup /fod//},

WeMr(X)

est une partie fermée convexe compacte non vide de Mp(X).

2)  Expliquer pourquoi on peut définir une suite décroissante de parties convexes compactes
(M,)n>0 de Mp(X) par les relations :

Mn+1 = {HEMn| /fn+1 dﬂ: sup /fn+1d,u,}'

W E€Mp,

3)  Montrer que I'ensemble (5 M, est réduit & un point {u} et que p est une mesure
extremale.

Exercice 36

Soit X un espace topologique compact et T7 : X — X et Tb : X — X deux transformations
continues qui commutent, c¢’est-a-dire telles que 17 0Ty = Ty0T;. Montrer qu’il existe une mesure
borélienne de probabilité qui est invariante par 17 et Ts. En déduire qu’il existe un point qui est
récurrent pour T3 et pour Tb.

Exercice 37
Quelles sont les mesures boréliennes de probabilité invariantes par

T :T? - T?
(z,9) = (T +7,7)

?

Exercice 38
Soit T : X — X une application continue sur un espace métrique compact X. Montrer que
pour tout u € Mr(X), on a supp(p) C Q(T).

Exercice 39
Donner un exemple d’'un homéomorphisme d’un espace métrique compact qui est uniquement
ergodique mais pas minimal. Donner un exemple avec un point fixe.
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Exercice 40
Soit T' : X — X une application continue uniquement ergodique sur un espace métrique
compact X. Montrer qu’il existe une seule partie fermée minimale.

Chapitre 2

Exercice 1
On rappelle que T : [0,1[— [0,1] est la transformation de Gauss. Montrer que la suite
(T™(x))n>0 est bien définie si et seulement si x est irrationnel.

Exercice 2
1) Considérons la suite des premiers chiffres 1, 2, 4, 8, 1, ...des puissances 2", n > 0. Quelle
est la fréquence d’apparition du chiffre 7 dans cette suite 7

2)  On considere la suite des 9 premiers chiffres des puissances 2", n > ng, no assez grand.
Voit-on plus souvent un 123456789 ou un 987654321 dans cette suite ?

Exercice 3

Montrer que presque tout point = € [0, 1] est normal dans toute base g > 2. Ceci signifie que
+o00
r
dans le développement g-adique z = Z —Z, 0 <r; < g, chaque entier de {0,...,q — 1} apparait
— 4
=1
avec une fréquence 1/q dans la suite (r;)i>1.

Exercice 4
1) Expliquer pourquoi la fonction f :[0,1] — [0, 1] préserve la mesure de Lebesgue, ou

2x six <
f($):{2(1—x) si x>

D[ =00 =

9

2) Montrer que f est mélangeante, pour la mesure de Lebesgue.

Exercice 5
1)  Expliquer pourquoi la fonction f : [0,1[>— [0, 1[? préserve la mesure de Lebesgue, ol

(22,%) si z < 3,
€T =
f(x.) {(237—1,1/—51) si x> 1.
2) Monter que ce systéeme dynamique mesuré est conjugué au décalage de Bernouilli bilatéral
sur {0,1}% muni de la mesure équidistribuée.

3) Le premier systéeme est-il mélangeant ?
Exercice 6
Soit T' : X — X une application continue sur un espace métrique compact X. Montrer

que deux mesures boréliennes de probabilités invariantes ergodiques distinctes pi et po sont
mutuellement singulieres.
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Exercice 7
1) On suppose que a ¢ Q/Z. Montrer que
T :T? - T?
(2,9) = (T 43,7 +7)
préserve la mesure de Haar et est ergodique

2) Le systéme dynamique est-il mélangeant 7

Exercice 8
(Lemme de Kac) Soit (X, B, i, T') un systeme dynamique mesuré ergodique, avec pu(X) = 1.
On suppose que A € B vérifie u(A) > 0 et pour tout x € X on définit

na(zx) =inf{n > 1|T"(x) € A}.
1) Expliquer pourquoi n4(x) < 400, pour presque tout x € X.
2) Pour tout n > 1, on définit
Ap={z € Alna(x) =n} et B, ={x & Alna(x) =n}.

Montrer que

+00
#(Bn) = i(Ant1) + p(Bu1) = Y n(Ap).
k=n+1

3) En déduire que [, nadp = 1. Quelle est la valeur moyenne de ny sur A 7

Exercice 9
Soit (X, B, u,T) un systéeme dynamique mesuré tel que pu(X) = 1. Soit A € B. On note x4
la fonction caractéristique de A.

2
1) Montrer que pour tout n > 1, on a / ( Z XA © Tk) du > nZN(A)Z
0<k<n

2)  En déduire que limsup,,_,, o p(ANT"(A)) > u(A4)>

Exercice 10
Soit (X, B,u,T) un systéme dynamique mesuré tel que p(X) = 1. Montrer que T est
mélangeant si et seulement si 7' x T" est mélangeant.

Chapitre 3

Exercice 1
Montrer que I'entropie topologique d’un homéomorphisme de [0, 1] est nulle.
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Exercice 2
Donner un exemple d’homéomorphisme 7" : X — X d’un espace compact dont ’entropie
topologique est infinie.

Exercice 3
Soient 17 : X1 — Xy et To : Xo — X9 deux applications définies sur des espaces métriques
compacts. Montrer que ’entropie de ’application produit

Ty x Ty :X1XX2—>X1XX2
(1, 22) = (T1(21), Ta(22))

vérifie h(Ty x Ta) = h(T1) + h(T3) (on utilisera la caractérisation par ensembles couvrants et
séparants).

Exercice 4
Quelle est I’entropie de T : z — 22 définie sur la sphére de Riemann.

Exercice 5
Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace topologique compact. On
rappelle que ensemble Q(T") des points non errants est fermé et invariant par 7'

1) On suppose que Q(T') est fini. Montrer que h(T)) = 0 (on cherchera d’abord une famille
génératrice pertinente de recouvrements).

2) Plus généralement, montrer que h(T') = h(T|qr))-

Exercice 6

Soit T' : X — X une application continue définie sur un espace topologique compact. On
suppose qu’il existe une famille finie (X;)1<i<, de parties fermées positivement invariantes (i.e.
T(X;) C X;), telles que X = U;<;<, Xi- Montrer que h(T) = sup;<;<, M(T|x,). On pourra
commencer par le cas ou X est métrisable.

Exercice 7
Soit o € T. Calculer I’entropie topologique de

F :T? - T2
(z,y) = (z+y,y+a)

Exercice 8
Soit T' : X — X une application lispshitzienne sur un espace métrique compact. L’entropie
peut elle étre infinie 7 et sur une variété différentiable compacte ?

Exercice 9

Soit T : X — X une transformation continue définie sur un espace métrique compact. On
dit que T est positivement expansive s’il existe § > 0 tel que pour tous z et y distincts, il existe
n > 0 tel que d(T"(x),T™(y)) > 6.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2) Montrer que si X est compact, la propriété d’expansivité est topologique, c’est-a-dire qu’elle
ne dépend que de la topologie induite par d et non pas de d elle-méme.
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Exercice 10

Soit T' : X — X une transformation continue définie sur un espace métrique compact.
Montrer I’équivalence des propriétés suivantes :

- T est expansive ;

- il existe un recouvrement générateur ;

- si e > 0 est assez petit, le recouvrement (¢ par boules de rayon ¢ est générateur.
Exercice 11

L’entropie d’une application continue expansive 1" : X — X sur un espace métrique compact
peut-elle étre infinie ?

Exercice 12
Soit T : X — X une application continue expansive sur un espace métrique compact.

1) Montrer que pour tout n > 1, 'ensemble Fix(7™) est fini.

1
2) Montrer que h(T) > limsup — In(§Fix(T™)).

n—=oco M

Exercice 13
Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact. Montrer que si T est
positivement expansif, alors X est fini.

Exercice 14
Soit T : X — X un homéomorphisme d’un espace métrique compact. On dit que T est
expansif 8’1l existe § > 0 tels que pour tous z et v, il existe k € Z tel que d(T*(x), T*(y)) > 4.

1) Donner des exemples d’applications qui sont expansives et d’applications qui ne le sont
pas.

2)  Montrer que T est expansif si et seulement si la suite (\/?;01 T! (Z/lg)> - est génératrice si
n_
e > 0 est assez petit, et que h(T) < +o0.

3) La encore, montrer que pour tout n > 1, ’ensemble Fix(7T™) est fini et que h(T) >
1
lim sup — In(fFix(7T™)).

n—=o00 M
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